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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ ТА СКОРОЧЕНЬ 
1. Скорочення 
БНТП – багатогранна непереточувана твердосплавна пластина; 
ВіО − вібраційна обробка; 
ВРО (ЦРО) − відцентрово-ротаційна обробка; 
ЗМОТС – змащувально-охолоджуюче технологічне середовище; 
МАІ – магнітно-абразивний інструмент; 
МАМ – магнітно-абразивний матеріал; 
МАО – магнітно-абразивне оброблення; 
МАП – магнітно-абразивний порошок; 
МС – магнітна система; 
МП – магнітні полюси; 
ОВАУІС − обробка вільним абразивом, ущільненим інерційними силами; 
ПН − полюсний наконечник (полюсні наконечники); 
САО − струминно-абразивна обробка; 
СКС − структурно-кінематична схема; 
СФК − структурна формула компонування. 
ТАО − турбоабразивна обробка; 
ХТО - хіміко-термічна обробка; 
ФС - формотворна система; 
2. Умовні позначення 
δh – відносна висота зуба; 
zR , zR  - шорсткість передньої і задньої поверхні; 
σ - коефіцієнт, що відповідає за властивості матеріалу леза; 
Κ, κ – форм-фактор (каппа - фактор); 
S  (A), S  (B) − величини подовжень ліній перетину передньої та задньої 
поверхонь з поверхнею, нормальною до кромки в заданій точці (в дужках – 




∆r − відстань від гострої кромки до найвищої точки округленої кромки; 
0  − початковий радіус округлення кромки; 
МАП  − відносна магнітна проникність МАП у насипному стані; 
П  − відносна магнітна проникність повітря; 
X20  − відносна магнітна проникність деталі із сталі 20Х; 
А − амплітуда осциляції; 
Vосц, VO − швидкість осциляції; 
δ − робочий зазор; 
Bg – основний розмір абразивного зерна порошку ; 
Вм − ширина виступу мікрорельєфу зерна порошку; 
hм – висота виступу мікрорельєфу зерна порошку; 
μ1 - коефіцієнт зовнішнього тертя між стружкою і інструментом; 
μ2 - коефіцієнт внутрішнього тертя між частинками матеріалу, що 
знімається; 




V  - швидкість, з якою взаємодіють абразивні частинки з 
оброблюваною поверхнею; 
mk  - коефіцієнт, що враховує вплив сусідніх частинок при обробці; 
Rk  - коефіцієнт, що враховує вплив форми абразивної частинки на 
фактичну площу контакту; 
Sk  - коефіцієнт, що враховує вплив шорсткості оброблюваної поверхні на 
фактичну площу контакту; 
Сh - коефіцієнт, що враховує зміну властивостей міцності оброблюваного 
поверхневого шару в порівнянні з основним; 
Н - твердість оброблюваного матеріалу; 
kМ - коефіцієнт, що враховує зміну твердості матеріалу в присутності 
змінного магнітного поля; 
m, r, s - показники ступеня; 
λ – розмір зерна МАП (зернистість); 
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α – кут розвороту заготовки навколо осі додаткової кругової подачі; 
φ – кут повороту заготовки навколо власної осі; 
ξ − кут нахилу осі заготовки до торцевої площини кільцевої ванни; 
χ - кут атаки; 
opt
R  - відносне відхилення кута атаки; 
t p  - відносний час активної обробки; 















 - кутова та лінійна додаткової кругової подачі; 
V















 - фіксований вектор; 
 XMR ,  YMR ,  ZMR  - матриці перетворення однорідних координат 
поворотом на кут β навколо осей X, Y, Z; 
 zyx tttMT ,,  - матриці перетворення однорідних координат переміщенням 
на величини zyx ttt ,,  вздовж осей X, Y, Z відповідно; 
41MRT  - матриця переходу із системи координат X1Y1Z1 в систему 






V  - компоненти вектора сумарної швидкості різання; 
R  - відхилення форми кромки від дуги кола з радіусом R; 




Актуальність теми. Циліндричні евольвентні зубчасті колеса є 
одними із найбільш масових деталей в сучасному машинобудуванні. 
Недоліки існуючих технологій виготовлення зубчастих коліс, і особливо 
фінішних операцій, призводять до виходу із ладу передач з різних причин: 
зношування, заїдання, залишкових деформацій, контактної втоми, тріщин та 
руйнування зуба. Для запобігання виникненню та розвитку зазначених 
пошкоджень ГОСТ 31381-2009 та інші науково-технічні джерела 
рекомендують застосовувати до робочих поверхонь зубів підвищення 
чистоти обробки, підвищення поверхневої твердості, формування 
залишкових напружень стискання, зменшення контактних напружень, 
забезпечення наявності фасок або округлень на кромках для попередження 
тріщин по межі зміцненого шару та усунення можливих концентраторів 
напружень в галтелі зуба. Для зменшення втрат шестерінчастих насосів та 
підвищення стійкості робочих поверхонь шестерень до корозії та ерозії, 
рекомендується полірувати робочі поверхні, що утворюють торцеві та інші 
зазори. Для запобігання сколюванню цементованого шару на торцевій 
поверхні, прилеглої до торцевої кромки по контуру зуба, кромку 
рекомендується округляти. 
Жоден метод фінішної обробки не забезпечує дотримання комплексу 
зазначених вимог. Магнітно-абразивна обробка (МАО) є ефективним і 
потенційно менш затратним способом, що дозволяє забезпечити комплексну 
одночасну обробку робочих поверхонь зубів і торців коліс та округлення 
кромок з забезпеченням зазначених показників якості. Його впровадження 
для фінішної обробки зубчастих коліс гальмується недостатнім вивченням 
процесу обробки, зокрема його кінематики, відсутністю ефективних схем 
обробки, відповідного обладнання та рекомендацій з його проектування. 
Тому дослідження, направлені на створення фінішних методів МАО 
робочих поверхонь зубчастих коліс і формування кромок зубів та обладнання 
для реалізації цих методів, є актуальною науково-практичною задачею. 
  
9 
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 
Дисертаційна робота виконувалась за пріоритетним напрямком розвитку 
науки і техніки "Новітні технології та ресурсозберігаючі технології в 
енергетиці, промисловості та агропромисловому комплексі" в рамках 
господарчого договору № 9 від 01.07.2005 р. між ВАТ "Гідросила" та ММІ 
НТУУ "КПІ" та в рамках НДКР за власною ініціативою "Магнітно-абразивна 
обробка зубчастих коліс", № держреєстрації 01011U002282. 
Мета і задачі дослідження. Метою роботи є розробка основних 
положень кінематики магнітно-абразивної обробки та створення сучасного 
обладнання на їх базі для забезпечення якості і мікрогеометрії робочих 
поверхонь циліндричних зубчастих коліс. 
Для досягнення поставленої мети необхідно було вирішити наступні 
задачі: 
1. Виконати аналіз методів фінішної обробки зубчастих коліс, які 
забезпечують задану мікрогеометрію робочих поверхонь і кромок зубів. 
2. Експериментально дослідити та уточнити закономірності процесу 
формування кромок деталей при МАО в умовах великих робочих зазорів. 
3. Розробити кінематико-геометричну модель формування кромок та 
критерії оцінки якості їх форми. 
4. Розробити схеми МАО зубчастих коліс в умовах великих робочих 
зазорів, визначити функціональні залежності основних показників якості 
виготовлення кромок від кінематичних параметрів. 
5. Розробити методи і рекомендації по визначенню кінематичних 
параметрів раціональних режимів обробки, виконати їх експериментальну 
перевірку, і на їх основі удосконалити метод структурно-параметричного 
синтезу формотворних систем. 
6. Розробити структурно-кінематичні схеми і структурні формули 
компонувань верстатів для МАО зубчастих коліс та рекомендації з їх 
проектування. 




Предмет дослідження – кінематика процесу обробки поверхонь зубів 
та округлення кромок на них. 
Методи дослідження – для вирішення поставлених задач дослідження 
використовували основні положення теорії магнітного поля, магнетизму, 
теорії різання матеріалів, механіки контактної взаємодії, трибології, 
теоретичної механіки, аналітичної геометрії, математичної статистики, теорії 
матриць, математичного моделювання. Експериментальні дослідження 
виконані в лабораторних та виробничих умовах з використанням сучасних 
засобів вимірювання. 
Наукова новизна отриманих результатів. Вперше розроблені 
основні положення кінематики процесу магнітно-абразивної обробки 
робочих поверхонь і округлення кромок зубів циліндричних зубчастих коліс 
та удосконалено структурно-параметричний синтез кінематичних структур 
формотворних систем. Зокрема: 
1. Уточнено закономірності процесу формування кромок деталей 
магнітно-абразивною обробкою в умовах великих робочих зазорів та вперше 
розроблена кінематико-геометрична модель формування кромок. 
2. Вперше встановлені закономірності формування кромок зубів 
циліндричних зубчастих коліс методом МАО в умовах великих робочих 
зазорів. 
3. Вперше визначені функціональні залежності критеріїв якості 
обробки магнітно-абразивним методом робочих поверхонь зубів і кромок від 
кінематичних параметрів процесу та набір критеріїв для оцінки якості 
округлення кромок. 
4. Розроблено метод вибору кінематичних параметрів раціональних 
режимів об’ємної обробки поверхонь та кромок зуба, який передбачає 
побудову функціональних залежностей вхідних кінематичних параметрів за 
даними про форму кромок з найменшими відхиленнями від дуги кола при 
мінімальній різниці між оптимальним значенням інтегрального критерію 
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інтенсивності МАО і його поточним значенням та знаходження точок 
перетину цих залежностей. 
Практичне значення отриманих результатів полягає у наступному: 
- на базі математичних моделей аналізу кінематики процесу МАО 
робочих поверхонь та кромок зубів циліндричних зубчастих коліс розроблені 
алгоритми і програми для розрахунків параметрів кінематики процесу 
обробки зазначених деталей; 
- виконані розрахунки і систематичні дослідження кінематики процесу 
МАО робочих поверхонь та кромок зубів циліндричних зубчастих коліс. На 
основі цих досліджень встановлені нові закономірності, які дали змогу 
розробити нові способи МАО (між протилежно розташованими полюсними 
наконечниками, в кільцевій ванні та над кільцевою ванною), кінематику та 
конструкції обладнання та верстатів для їх реалізації (патент України 
№ 92513, заявка на отримання патенту України на винахід № а2014 090 42 та 
корисну модель № а2014 090 43 від11.08.14); 
- розроблена методика розрахунку параметрів основних вузлів 
роторних верстатів МАО циліндричних зубчастих коліс на базі магнітної 
системи типу "кільцева ванна" та рекомендації з їх проектування; 
- удосконалено алгоритм розробки структурно-кінематичних схем та 
структурних формул компонування роторних верстатів для МАО 
циліндричних зубчастих коліс в частині визначення та вибору раціональних 
режимів, які дозволяють отримати якість обробки, що є найкращою для всієї 
сукупності оброблюваних поверхонь та кромок зуба; 
- розроблені структурно-кінематичні схеми та структурні формули 
компонування верстатів для обробки зубчастих циліндричних коліс в 
кільцевій ванні і над кільцевою ванною, конструкції обладнання для МАО 
між опозитно розташованими ПН, в кільцевій ванні і над кільцевою ванною, 
та рекомендації з проектування зазначеного обладнання; 
- проведені спільні дослідження, результати досліджень використані на 
фірмі ZOM Oberflächen-bearbeitung GmbH, Німеччина для розробки 
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обладнання для фінішної обробки зубчастих довбачів (поверхонь зубів та 
округлення кромок) після переточування у вигляді методики досліджень 
кінематики процесу МАО зубчастих довбачів, рекомендацій з проектування, 
розробленої СКС та принципово нової конструкції роторної головки для 
верстата на базі магнітної системи типу "кільцева ванна"; 
- результати роботи впроваджені в учбовий процес (у вигляді методик 
досліджень та синтезу кінематики МАО, програм аналізу кінематики 
процесу) і експериментальні дослідження (у вигляді методики досліджень, 
стендів та обладнання до них) кафедри "Конструювання верстатів та машин" 
НТУУ "КПІ". 
Особистий внесок здобувача. В дисертаційній роботі автор 
сформулював мету, задачі та постановку роботи, методи і способи 
досягнення поставленої мети, методики експериментальних досліджень, 
проводив експериментальні дослідження, виконував розрахунки, аналізував 
та узагальнював отримані результати. Матеріали дисертаційної роботи не 
вміщують результати, що належать співавторам, з якими були написані 
роботи. 
Постановка задач, формулювання основних положень, опрацювання 
структури та змісту роботи виконані разом з науковим консультантом. 
Апробація результатів дисертації. Основні положення і результати 
дисертаційної роботи доповідалися і обговорювалися на 7 наукових 
конференціях, зокрема: на міжнародних науково-технічних конференціях 
"Прогресивна техніка і технологія" (2005 р., 2006 р., м. Київ - Севастополь), 
"Важке машинобудування. проблеми та перспективи розвитку" (2013 р., м. 
Краматорськ - Святогірськ), "Асоціації спеціалістів промислової гідравліки 
та пневматики" (2007 р., м. Київ; 2013 р., м. Одеса; 2014 р., м. Мелітополь, 
2015 р., м. Вінниця). 
Публікації. Основний зміст дисертаційної роботи відображено в 13 
публікаціях: 8 статтях у провідних фахових виданнях в Україні та за 




Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається з 
вступу, п’яти розділів, загальних висновків, списку використаних джерел із 
208 найменувань на 25 стор. та 6 додатків на 89 стор. Основний текст 
дисертації викладений на 141 стор., повний обсяг дисертації становить 303 





АНАЛІЗ СУЧАСНОГО СТАНУ МАО ЗУБЧАСТИХ КОЛІС І 
ПРОБЛЕМ ЇЇ УДОСКОНАЛЕННЯ 
1.1. Аналіз сучасних методів фінішної обробки циліндричних 
зубчастих передач 
1.1.1. Показники якості зубчастих передач 
Показники якості зубчастих передач можна поділити на такі категорії [18, 
56, 156, 157, 159, 160]: 
- показники геометричної точності (кінематичної точності, плавності 
роботи, повноти контактів зубів, бічного зазору); 
- показники, що забезпечують довговічність зубчастих передач (міцність 
та витривалість при згині, контактні міцність та витривалість, тощо); 
- акустична активність (рівень шуму). 
Вимоги до робочих поверхонь зубчастих коліс у більшості галузей 
машинобудування за точністю і шорсткістю представлені у табл. 1.1 [63]. 
1.1.2. Методи фінішної обробки зубів 
За результатами аналізу розглянутих технологічних процесів в [50, 56, 61-
64, 66, 80, 153 та ін.] стверджується, що найбільш ефективною операцією 
чистової обробки є шліфування зубів після хіміко-термічної обробки (ХТО) 
(табл. 1.2). Не дивлячись на ефективність застосування ХТО все ще не вдалось 
в повній мірі усунути невідповідність між структурою (властивостями) 
поверхневих шарів зубчастих коліс і діючими на їх поверхнях навантаженнями 
[56, 66, 88, 109, 153, 155, 157]. Товщина зміцненого шару мінімальна в западині 
між зубами [56, 57, 109], а дефектність приповерхневої зони - максимальна 
(рис. 1.1, а). Для забезпечення необхідної довговічності зубчастих коліс 
прагнуть отримати розподіл мікротвердості по перетину зубів, що наведений на 




Точність циліндричних зубчастих коліс і шорсткість бічних поверхонь зубів  
Зубчасті колеса 
Степінь точності 
за ГОСТ 1643-81 
Шорсткість поверхні по 
Ra, мкм  
(ГОСТ 25142-82) 
Вимірювальні 
Редукторів газових і парових турбін 
Авіаційних двигунів 
Металорізальних верстатів 




































Порівняльні технологічні характеристики методів чистової обробки зубів 










































































































Модуль, мм 0,5–12 0,5–8,0 0,5–35 1–30 0,5–4,0 
Продуктивність +++ ++ + / – + / – + / – 
Точність за ГОСТ 1643-81 
5–7 
3–5 3–5 6–8 5–7 
7–9 
Шорсткість поверхні зубів по Ra, мкм 
0,8–2,5 
0,4–1,6 0,4–1,6 0,2–0,8 0,2–0,7 
1,2–3,2 
Швидкість різання, м/с 1.5–2.2 50–75 35–45 0.83–1.66 0,5–10 
Твердість заготовки HRC ≤ 32 58–63 58–63 ≤ 62 58–63 
Необхідність підрізування западини 
зуба (протуберанець) 
– + + – – 
Можливість обробки дна западини зубів – + + – – 
Можливість обробки близько 
розташованих зубчастих вінців 
+ – + + / – + 
Можливість створення внутрішніх 
напружень стиснення на поверхні зубів 
– + + + + 
Можливість профільної і поздовжньої 
модифікації зубів 
+ + + + / – + / – 
Відтворюваність процесу + / – + + + – 
Примітка: До ХТО/Після ХТО 
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Але внаслідок утворення різних дефектів мікротвердість розподіляється 
по шару згідно рис. 1.1, б, крива 2. Внаслідок цього та інших причин 
спостерігається нестабільність властивостей – розкид довговічності коліс може 
складати 10 раз і більше. 
Питанням технологічного забезпечення якості обробки при зубошліфуванні 
в науково-технічній літературі приділено значну увагу [63, 64, 109, 155 - 157, та 
ін.]. У роботах [155-157] розроблена теорія теплофізики зубошліфування, зокрема 
із застосуванням переривчастих кругів [155], що забезпечують зниження 
температури шліфування - основного джерела утворення припікань та інших 
температурних дефектів на оброблюваних поверхнях. Іншим засобом зниження 
вірогідності утворення припікань є використання високопористих кругів [64, 119, 
128, 135]. Разом з тим, проблема якості обробки при зубошліфування в повному 
обсязі не вирішена [109, 153]. 
Недоліки існуючих технологій виготовлення зубчастих коліс, і особливо 
фінішних операцій, призводять до виходу із ладу передач з різних причин. 
ГОСТ 31381-2009 [164] класифікує пошкодження на 7 класів: зношування, 
заїдання, залишкова деформація, контактна втома, тріщини, руйнування зуба. 
Для попередження виникнення та розвитку зазначених класів пошкоджень 
ГОСТ 31381-2009 та інші науково-технічні джерела [9, 38, 46, 47, 64, 88, 97, 
146, 147 та ін.] рекомендують: підвищення чистоти обробки робочих поверхонь 
зубів [5, 47, 59, 137]; формування мікрорельєфу для попередження 
видавлювання мастила; підвищення поверхневої твердості; формування 
залишкових напружень стискання; зменшення контактних напружень [5, 59, 
137]; забезпечення наявності фасок або округлень для попередження тріщин по 
межі зміцненого шару та усунення можливих концентраторів напружень в 
галтелі зуба [164]. Наприклад, в [38, 61] приводяться конкретні вимоги до 
величин радіусів округлення кромок на зубах коліс в залежності від модуля 
(рис. 1.2, табл. 1.3). 
Зазначені рекомендації реалізуються в основному забезпеченням 
геометричної точності взаємного розташування поверхонь, заданих механічних 
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властивостей матеріалу зубів та технологічним забезпеченням певних 
характеристик робочих поверхонь зубів та перехідної поверхні ніжки зуба 
(зокрема видаленням дефектного шару та поверхневого зміцнення). Ці методи 
не є рівноцінними. Наприклад, поверхневе зміцнення робочих поверхонь зубів 
дозволяє підвищити навантажувальну здатність зубчастих передач приблизно в 
4-5 разів [71], тоді як за рахунок поліпшення геометрії і якості збірки її можна 
збільшити тільки в 1,5-2 рази. 
Як відомо [117, 149], з погіршенням якості поверхні, збільшується 
концентрація напружень і знижується межа витривалості. Це зниження більш 
різко виражене для високоміцних сталей внаслідок їх більшої чутливості до 
концентрації напружень (рис. 1.3). Риски і надрізи, які є слідами механічної 
обробки, особливо небезпечні, коли їх напрямок перпендикулярний до 
головного напруження розтягування. 
Одним із напрямків розробки ефективних зубчастих передач є виготовлення 
коліс з різних матеріалів з покриттями. Ефективність нанесення покриттів 
визначається рішенням проблем підготовки поверхні та кінцевої обробки покриттів 
[11, 14, 42, 43, 77, 136, 148, 182, 193, 201], а від якості обробки кромок спряжених 
поверхонь безпосередньо залежить довговічність покриттів [83, 182, 193, 201]. 
Розробляються технологічні процеси обробки зубчастих коліс, які мають 
в своєму складі технологічні операції, альтернативні операціям чорнової та 
напівчистової обробки зубів різанням, та традиційній ХТО. В [76, 97] 
пропонується формування зубів виконувати методами пластичного 
деформування (наприклад, накатуванням), а фінішну обробку - поліруванням. В 
[88] пропонується перехід від гартування в рідких середовищах до загартування 
стисненим газом, що дозволяє усунути гартівні тріщини. Ця технологія є 
модифікацією короткочасного газового азотування. З усіх видів ХТО при цьому 
забезпечується найменша зміна розмірів шестерні. Низька температура 
процесу, відсутність фазових перетворень в сталі, дозволяють знизити 








Рис. 1.1. Характерна для зубчастого вінця мікробудова шарів після зміцнення за 
типовими режимами цементації і нітроцементації [56]: а) схема; б) розподіл 
мікротвердості по товщині зміцненого шару; 
hеф - ефективна товщина шару; hЗ - товщина поверхневої зони 
 
 
Рис. 1.2. Розташування кромок на 
зубі [38, 61] 
Таблиця 1.3 
Рекомендовані радіуси округлення [38, 61] 
Модуль, 
мм 
Торцеве округлення по 












1.0-1.5 0.03-0.4 0.15-0.60 0.03-0.2 
2.0-2.5 0.1-0.5 0.3-1.0 0.06-0.3 
3.0-5.0 0.25-0.60 0.5-1.5 0.13-0.6 
6.0-8.0 0.35-0.8 0.8-2.0 0.2-0.8 
9.0-12.0 0.4-1.0 1.1-3.0 0.25-1.0 
 
 
1 - полірування; 
2 - шліфування; 
3 - тонке обточування; 
4 - грубе обточування; 
5 - поверхня після прокатки з окалиною 





Зубчасті передачі, що мають специфічне застосування, наприклад, у 
шестерінчастих насосах вимагають додаткових фінішних операцій з наступних 
причин. Однією із основних перспектив подальшого розвитку гідросистем і 
гідроприводів є підвищення робочого тиску [74]. У шестерінчастих насосів 
основною причиною, що заважає цьому є внутрішні втрати через спряження 
торців з корпусом або притискною шайбою та між цапфою та втулкою 
(підшипником ковзання) [2, 17, 99, 126, 147]. 70-80% об’єму цих втрат припадає 
на торцеві зазори [75, 99]. Великий вплив на внутрішні втрати має шорсткість 
спряжених деталей [2, 17, 96, 206]. За даними компанії Grundfos (Грундфос) 
(Бьеррінгбро, Данія), при збільшенні величини зазору з 0.2 мкм до 0,3 мкм за 
рахунок шорсткості при тиску 1 МПа величина витоків збільшується в три з 
лишнім рази [206]. В [96] робочі поверхні таких спряжень рекомендується 
полірувати до Ra = 0.015÷0.5 мкм з відхиленням від площинності величиною 
2÷3 світлові смуги. При цьому приймається до уваги форма мікропрофілю і 
доля несучої поверхні, яка при поліруванні може досягати 95%. 
Руйнівну дію кавітації на деталі шестеренного насоса можна частково 
знизити за рахунок застосування стійких проти корозії та ерозії матеріалів 
(наприклад, нержавіючих сталей), збільшення твердості деталей та 
мікротвердості їх робочих поверхонь, підвищення чистоти обробки [154]. Для 
усунення дефекту сколювання цементованого шару на торцевій поверхні, 
прилеглої до торцевої кромки по контуру зуба, кромку рекомендується 
округляти значним радіусом [154]. 
Деталями близькими за геометрією до зубчастих коліс є зуборізні 
довбачі. Вони, як і більшість металорізальних інструментів, потребують 
фінішної обробки та округлення різальних кромок [13, 81, 92, 201]. 
1.1.3. Показники якості обробки кромки 
Якість округлення кромки на зубах коліс є одним із важливим показників 
якості обробки коліс в цілому. До показників якості обробки кромки 
відносяться: 
- шорсткість прилеглих поверхонь [11, 51, 93, 94, 201, та ін.]; 
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- власна шорсткість кромки: 
 - поперечна шорсткість, що є результатом вібрацій і сколів у 
процесі виготовлення кромки [11, 182, 201]; 
 - поздовжня шорсткість є результатом накладення один на одного 
мікропрофілів поверхонь, що утворюють кромку [11, 182, 201]. Автори [182, 
201] називають її "зазубреністю", що вимірюється параметром tR  ( maxR  згідно 
ГОСТ 2789-73) за схемою, представленою на рис. 1.4. 
 
Рис. 1.4. Схема вимірювання поздовжньої шорсткості maxR  (зазубреності tR ) кромки 
- величина радіусу округлення [11, 51] та рівномірність його розподілу 
вздовж кромки [11, 51, 182, 200, 93, 94 та ін.]. Кромка геометрично є 
результатом перетину двох поверхонь, що є просторовою лінією. Реальна 
кромка є перехідною поверхнею складної геометричної форми, на якій 
підсумовуються дефекти пересічних поверхонь, обумовлені крайовими 
ефектами при їх обробці [83, 84, 199] (рис. 1.5). Кромку можна визначити як 
сполучну поверхню двох пересічних поверхонь, які є дотичними до неї. 
Більшість відомих математичних моделей цю поверхню приймають у вигляді 
поверхні, що має в поперечному перерізі форму дуги кола деякого радіуса ρ 
[11, 150, 199, 201]. Фактично мається на увазі радіус моделі округлення фізично 
отриманої кромки, яка утворюється при виготовленні кромки. В роботі [158] 





 eRR zz , 
де: zR , zR  - шорсткість передньої і задньої поверхні; ζ - коефіцієнт, що 
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відповідає за властивості матеріалу леза, наприклад, для швидкорізальної сталі 
ζ = 4,2 [150]; β - кут загострення. Наскільки ця модель відповідає реальній 
формі кромки, залежить від умов виготовлення й шорсткості поверхонь, 
перетин яких утворює кромку. 
 
Рис. 1.5. Кромка деталі після шліфування [83] 
В [118] запропоновані такі показники якості округлення кромок (рис. 1.5): 
- відхилення розташування (позиціонування) δ. Є відносним відхиленням 
від симетричності розташування радіуса заокруглення; 
- відносна похибка по круглості k. Є відхиленням форми по радіусу; 
- фактичний радіус округлення r. Є радіусом кола, побудованого по трьох 
точках профілю (A, B, C) поперечного перерізу кромки в заданій точці. 
Недоліком такої схеми визначення параметрів форми кромки є те, що 
"фактичний" радіус округлення є більшим ніж середньоквадратична довжин X і 
Y обробленої зони в околі кромки (в напрямку перпендикулярному теоретичній 
лінії кромки в даній точці). І при зменшенні фактичної висоти сегмента h радіус 
r буде збільшуватись при тих же значеннях величин X і Y. Форма поперечного 
перерізу кромки з округленням є більш складною, ніж дуга кола, і вимагає 
декількох параметрів для її точного опису [185]. Радіус r  визначається колом, 
яке вписується в перетині передньої і задньої поверхонь (рис. 1.7). Для цього за 
допомогою вимірювальної системи визначаються кілька точок. Принаймні, три 
з цих виміряних точок повинні відповідати колу з радіусом r . Точність даного 
методу дуже чутлива до позиції обраних точок вимірювання і може бути 
збільшена за допомогою більшої кількості виміряних точок. Крім того, точність 
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залежить від алгоритму вписування. Якщо кромка не є симетричною, то це 
призводить до неоднозначності визначення характеристик. Таким чином, цей 
спосіб не підходить для детального і точного визначення характеристик форми 
кромки; 
- Κ – фактор (форм-фактор, Каппа - фактор) [183, 185, 201] (рис. 1.8), який 
характеризує архітектуру кромки і вимірюється у площині, перпендикулярній 
лінії перетину передньої і задньої поверхонь у заданій точці. Він є відношенням 
з подовжень ліній перетину передньої та задньої поверхонь з нормальною 
поверхнею до краю кромки  SS . Додатковий параметр ∆r виражає 
відстань від гострої кромки до найвищої точки округленої кромки. Для 
різальних кромок експериментально встановлено залежність сил різання, тертя, 
відтиснення та подачі, температури від Κ – фактору. Із збільшенням S , S  та 
∆r збільшується сила різання та сила подачі. Сила подачі зростає, як правило, 
більше, ніж сила різання. Форм-фактор Κ (або κ) має більший вплив на 
характеристику зношення. Несиметрична форма кромки має переваги в 
залежності від типу процесу різання, в якому використовується інструмент з 
виготовленими кромками. Різання з K = 1 показують постійно хороші 
результати незалежно від типу процесу [201]. 
В роботі [101] стверджується, що в даний час не існує технологій, які 
дозволяють забезпечити рівномірний радіус округлення уздовж кромки. 
Коливання величини уздовж кромки можуть скласти до 30%. 
1.1.4. Методи фінішної обробки робочих поверхонь та кромок зубів 
Торцеві кромки по діаметру вершин (рис. 1.2) обробляють  при 
виготовленні заготовки на токарних верстатах [61]. Для обробки торцевих 
кромок по контуру зуба і впадині (крім закруглення торців зубів) 
використовують зубофасочні, зубозакруглюючі та електрохімічні верстати.  
Поздовжні кромки на головці зуба обробляють на попередніх зуборізних 
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Рис. 1.6. Схема визначення параметрів округлення [118] 
 
Рис. 1.7. Похибка при описі геометрії різальної кромки одним колом [185] 
 
Рис. 1.8. Модель Κ – фактору : S  і S  відповідають параметрам А і В програми 
ODSCAD на оптичному приладі вимірювання параметрів кромок MikroCAD  
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Сучасні методи фінішної обробно-зміцнювальної обробки діляться на 
шість класів [46, 102]. Більшість із відомих методів поверхневого пластичного 
деформування [60, 88] неможливо застосувати для обробки робочих поверхонь 
та впадини зубчастих коліс з модулями m ≤ 10 мм в силу використовуваних 
робочих органів та інструментів. 
Для фінішної обробки зубчастих коліс застосовуються в основному такі 
методи ППД [88]: обкочування роликами, кульками або зубчастими валками, 
алмазне вигладжування, дробоструменева, вібраційна [87, 104], гідроабразивна 
або відцентрово-ротаційна обробка, вібраційно-відцентрова обробка [9, 67, 68], 
дорнування, обробка обертовими щітками (крацювання) [88, 111, 125, 175] або 
інструментами у вигляді черв’ячних шеверів, на робочих поверхнях яких 
розташований дротяний ворс [175-177], тягове шліфування [104, 206, 207]. 
Розробляються нові способи, наприклад, потоком абразиву з накладенням 
ультразвуку [202], термоімпульсним методом [82-86, 204, 205]. 
Докладний аналіз переваг і недоліків зазначених методів, а також 
електрохімічних і електрофізичних методів обробки [7, 10, 85, 203], методів 
обробки вільними абразивами [22, 53, 65, 124, 125, 140, 141, 190, 198, 201], при 
обробці складно-профільних деталей, до яких відносяться і зубчасті колеса, 
виконано в роботі [35]. 
1.2. Магнітно-абразивна обробка 
Одним із способів фінішної обробки, що забезпечують потрібну 
шорсткість Ra = 0.008÷0.05 мкм [81, 95, 189, 200] (табл. 1.4), мікротвердість та 
формування залишкових напружень стиснення [57, 81, 95, 102, 182], в т.ч. без 
підповерхневих максимумів [81, 182], які отримують в результаті застосування 
ударного зміцнення дробом та кульками [116], збільшення площі контактних 
поверхонь [12, 91, 148], підвищення зносостійкості [12, 58], втомної міцності 
[42, 43, 95], зменшення коефіцієнта тертя [57] та округлення кромок зубів з 










1 Шліфування  25-6250 
2 Хонінгування  25-1500 
3 Притирання  13-750 
4 Обробка потоком абразиву SiC Легована сталь 50 
5 Магнітно-абразивна обробка Нержавіюча сталь 7.6 
6 Магнітне полірування з CeO2 Si3N4 4.0 
7 Магнітореологічне фінішування з 
CeO2 
Скло ВК7 0.8 
8 Обробка еластичною емісією 
абразиву ZrO2 
Кремній <0.5 
9 Іонна обробка Цементований карбід 0.1 
1.2.1. Основні параметри МАО, що впливають на якість обробки 
Як відомо, способи МАО за основним джерелом сили різання діляться на 
дві групи: обробка в умовах малих робочих зазорів [12, 129, 134] та обробка в 
умовах великих робочих зазорів [35, 94, 136, 148]. Обробка в умовах малих 
робочих зазорів передбачає створення нормальної складової сили різання в 
основному за рахунок сил магнітного поля, а тангенційна складова – за рахунок 
руху оброблюваної поверхні відносно магнітно-абразивного порошку (МАП). 
При обробці в умовах великих робочих зазорів обидві складові сили різання 
створюються за рахунок руху оброблюваної поверхні відносно МАП. 
Для забезпечення ефективної МАО повинні виконуватись три основні 
умови [89]: 
- забезпечення рівномірного притискання елементів МАІ до 
оброблюваних поверхонь силами магнітного походження або за рахунок 
динамічних чинників, що визначаються характером переміщення деталей в 
робочих зонах установок і верстатів для МАО; 
- наявність достатньої рівномірно розподіленої відносно поверхонь, що 
оброблюються, тангенціальної складової відносного руху елементів МАІ і 
поверхонь деталей; 
- здатність МАІ до переформування, перемішування і відновлення 
робочої форми, забезпечення рівномірного нівелювання відносно 
оброблюваних поверхонь деталей без утворення "застійних", "тіньових" зон. 
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Найбільшу складність для МАО мають деталі складної просторової 
форми з напіввідкритими поверхнями малих радіусів кривизни [12, 35, 95, 129, 
134]. До них належать кінцевий та осьовий різальний інструмент, гвинти, 
зубчасті колеса, лопатки, твердосплавні пластини, тощо. 
В [35, 45, 95] проведено докладний аналіз схем обробки в умовах малих і 
великих робочих зазорів і встановлені основні чинники, що впливають на 
якість поверхні після МАП, серед яких в порядку зниження значимості 
приведені наступні: час обробки, величина магнітної індукції в робочому 
зазорі, матеріали МАП і оброблюваної деталі, величина робочого зазору, 
кінематичні параметри (швидкості відносних рухів порошку і деталі, наявність 
допоміжного робочого руху), та інші. Особливе місце серед цих параметрів 
займають магнітна індукція (розподіл в робочому зазорі і величина) та 
кінематичні параметри, як такі що безпосередньо впливають на виконання 
трьох основних умов забезпечення ефективної МАО [35, 89]. Місце магнітної 
індукції та кінематичних параметрів в цьому порядку залежать від величини 
робочого зазору [35]: в умовах великих робочих зазорів на перших місцях 
знаходяться сумарна швидкість точок оброблюваної поверхні та індукція. 
1.2.2. Кінематика МАО в умовах малих робочих зазорів 
При обробці циліндричних зубчастих коліс в умовах малих робочих 
зазорів в достатній мірі не забезпечується ні одна умова, особливо для 
феромагнітних деталей [8, 35, 50, 89]. Причинами цього є схеми обробки, 
кінематика процесу та величина магнітної індукції (до 1.2 Тл). Про це свідчать 
також результати досліджень МАО зубчастих коліс за модифікованою схемою 
обробки з опозитно розташованими полюсними наконечниками (ПН) [78, 100, 
171-174] і з використанням двох рухів – головного (обертання колеса навколо 
власної осі) та руху осциляції вздовж осі. В роботі [100] досліджувалось 
магнітне поле в повітряному зазорі між циліндричною поверхнею з 
трапецеїдальними зубцями і робочою поверхнею полюсного наконечника. 
Встановлена недоцільність обробки еквідистантними полюсними 
наконечниками зубчастих коліс з модулем m> 1,0 мм, що було підтверджено 
експериментальними дослідженнями. Ця недоцільність пов’язана з тим, що 
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магнітне поле проникає в западину зубчастого колеса на невелику глибину. 
Наприклад, для модуля m = 3 мм і робочому зазорі 1 мм (між поверхнею 
виступів зубів і робочою поверхнею полюсного наконечника) на глибині 5 мм 
впадини величина магнітної індукції складає менше четверті індукції в 
робочому зазорі. Такий розподіл магнітної індукції підтверджується іншими 
дослідниками [3, 6, 16].  
В роботах [78, 100] запропонована спеціальна геометрична форма 
полюсного наконечника, що забезпечує МАО зубчастих коліс з m> 1,0 мм, за 
допомогою механічного ущільнення МАП, який формується у вигляді щітки на 
вінці зубчастого колеса в западини. Однак величина збільшення магнітної 
індукції у впадині є незначною, оскільки відносна магнітна проникність МАП у 
насипному стані ( 42 МАП [12]) не набагато відрізняється від магнітної 
проникності повітря ( 1П ). При цьому величина магнітної проникності 
оброблюваної деталі, наприклад, зі сталі 20Х дорівнює 2180130020 X  при 
зміні магнітної індукції в діапазоні В=0.2÷0.8 Тл. 
Цей спосіб обробки є недостатньо ефективним: знімання з робочих 
поверхонь зубів складає 20÷25% від загальної маси металу, що видаляється. 
Циліндрична поверхня вершин зубів обробляється в умовах малих робочих 
зазорів, а робоча поверхня - в умовах великих робочих зазорів. Про це свідчать: 
схема обробки; ранжування факторів обробки, виконане автором роботи [100] і 
за результатами якого встановлено, що найбільш значимими є швидкість 
обертання деталі, швидкість і амплітуда осциляції, а потім магнітна індукція; 
розподіл величини шорсткості по висоті зуба (рис. 1.9) [78]. 
За результатами попереднього аналізу при цьому реалізуються далеко не 
кращі кінематичні параметри обробки, оскільки вектори сумарної швидкості 
руху точок оброблюваної поверхні лежать близько до площини, дотичної до 
оброблюваної поверхні. Крім того, величина магнітної індукції у впадині зуба 
складає менше половини величини на вершині зуба [3, 25, 78, 100]. Тобто схема 
обробки потребує додаткового вивчення. 
В авторських свідоцтвах та патентах [165 - 168] для обробки зубчастих коліс 
з модулем більше 3 мм запропонована кінематика верстатів, які працюють за 
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схемою обкатки. Публікацій, в яких приводилися б результати експериментальних 
досліджень МАО за указаними способами обробки, не виявлено. Описаним 
способам притаманні зазначені вище недоліки схем обробки з малим робочим 
зазором, відносна складність обладнання для їх реалізації та низька продуктивність 
внаслідок малої площі контакту МАП з оброблюваною поверхнею. 
 
Рис. 1.9. Шорсткість робочих поверхонь зуба (m = 2,5 мм) після МАО [78] 
Але не дивлячись на зазначені недоліки схем обробки з малим робочим 
зазором за результатами роботи німецьких вчених Dehof A., Krull R. та 
Mattke W. [11]
1, МАО дає кращу якість обробки кромок, ніж традиційні методи 
обробки (рис. 1.10, табл. 1.5). 
 
а) б) в) г) д) 
Рис. 1.10. Поперечна форма кромки: до округлення (a), після округлення щіткою (б), 
електрохімічним процесом (в), абразивної стрічкою (г), магнітно-абразивної обробкою 
(д) округленням кромки по всій висоті зуба 
Таблиця 1.5 
Результати округлення кромок зубів сталевого зубчатого колеса 
Спосіб обробки кромок 
Радіуси на кромках, мкм 
на ніжці зуба на головці зуба 
Щіткою 60 200 
Електрохімічний 100 100 
Абразивної стрічкою 60 150 
Магнітно-абразивний 60 60 
                                           
1
 Проф. Барон Ю.М. у своїй роботі посилається на роботу [Dehoff A. Magnetabrasivesentgraten der 
zahnstirnkanten von Zahnrädern / A. Dehoff, R. Krull, W. Mattke, P. Lochschmidth // Werkstatt und Betrieb. - 1984. – 
no. 117(2), s. 77-79] 
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1.2.3. Кінематика МАО в умовах великих робочих зазорів 
Зазначені три основні умови  забезпечення ефективної МАО [89] 
потенційно реалізуються при об'ємній обробці в умовах великих робочих 
зазорів. Зокрема своїми перевагами вирізняється обробка в магнітній системі 
типу "кільцева ванна". В роботі [35] встановлено, що фізичні моделі МАО і 
обробки вільним абразивом адекватні при швидкостях відносного руху деталі і 
порошку       м   та значеннях магнітної індукції в робочому зазорі 
 ≤        для феромагнітних деталей і  ≤        для неферомагнітних 
деталей. Там же сформульовано три головні напрямки підвищення якості МАО: 
- покращення характеристик магнітно-абразивного інструменту (МАІ); 
- цілеспрямований синтез кінематики процесу; 
- розробка магнітних систем з наперед заданими характеристиками 
магнітного поля в робочій зоні та робочому зазорі. 
Робота [35] присвячена розробці методів синтезу кінематики процесу 
МАО комплексу поверхонь деталей складної просторової форми в кільцевій 
ванні в умовах великих робочих зазорів і на його основі - створенню 
технологічного обладнання. Для цього, серед інших задач, були вирішені дві 
найголовніші задачі: визначені кінематичні параметри, які найбільше 
впливають на ідентичність умов обробки та на такі показники якості як 
шорсткість та мікротвердість. На базі одного із найважливіших кінематичних 
параметрів – розподілу кутів атаки по оброблювані поверхні, розроблений 
критерій ідентичності умов - інтегральний критерій інтенсивності МАО. Він є 
сумою часткових критеріїв: відносного часу активної обробки та відносного 
відхилення від оптимального кута атаки. 
В [35] для дослідження кінематики МАО обґрунтовано доцільність 
застосування методу однорідних координат і матриць їх перетворення в 
порівнянні з кутами Ейлера та Крилова, напрямними косинусами, векторами 
кінцевого повороту, параметрами Ейлера, Родріга-Гамільтона, Кейлі-Клейна, 
кватерніонами та методом гвинтів і дуальних матриць, як більш простого і, 
такого, що надає єдиний підхід у застосуванні матричного апарату 
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перетворення координат до координат точок поверхонь, векторів швидкостей 
та нормалей до поверхонь. Процедури аналізу і синтезу структурно-
кінематичних схем (СКС) верстатів, що базуються на заданій сукупності 
виконавчих рухів вузлів верстату, просто записується у вигляді добутку 
елементарних матриць координатних перетворень. 
Процес формування кромок при МАО в кільцевій ванні з торцевим 
завантаженням в умовах великих робочих зазорів досліджувався в [13, 35, 45, 
93-95, 136, 181, 182, 191, 193 та ін.]. Формуванню кромок при МАО в кільцевій 
обертовій ванні з радіальним завантаженням присвячені роботи [35, 51, 81, 
193]. Всі ці роботи в основному направлені на експериментальні дослідження 
впливу технологічних та окремих кінематичних параметрів процесу МАО на 
якість обробки різальних інструментів різних типів (осьових, кінцевих, БНТП), 
лопаток ГТД, і на округлення різальних кромок зокрема. Зокрема в роботі [193] 
виконані порівняльні дослідження процесів формування різальних кромок 
спіральних свердел із швидкорізальної сталі методами: гідроструминним, 
крацюванням та двома способами МАО – в кільцевій ванні та обертовій 
кільцевій ванні на постійних магнітах (або, по іншому, в магнітній головці) [80, 
192, 201]. Найнижча зазубреність отримана після обробки в кільцевій ванні. 
Тривалість обробки має незначний вплив на зазубреність кромок. Більш ніж 3-х 
кратного зменшення зазубреності досягають за 60 с обробки свердла. На 
величину зазубреності і на радіус округлення суттєво впливають тип та розмір 
порошку. Обробка МАО магнітною головкою дає більші радіуси закруглення 
ніж у "кільцевій ванні" навіть при тривалості обробки в 3-5 разів меншій. 
Особливо великі радіуси отримуються в магнітній головці на перемичці: 112-
114 мкм проти 12-17 мкм. Це підтверджується і в [201], де зазначено, що при 
обробці в магнітній головці величини радіусів округлення знаходяться в межах 
30÷50 мкм. Автори [51, 81, 182] справедливо вказують, що це пов'язано з 
особливостями кінематики руху установок. 
Особливо потрібно відмітити роботи [94, 95, 136], де виконувались 
дослідження процесу формування кромок лопаток ГТД та зразків-стержнів з 
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клином на одному з кінців, з врахуванням особливостей взаємодії 
оброблюваних поверхонь з МАІ. Одними із основних параметрів процесу є 
кінематичні параметри (кут розвороту лопатки, швидкість головного руху) та 
час обробки. Аналіз результатів дослідження [95, 136] округлення вхідної та 
вихідної кромок лопатки дозволили встановити наявність прямого зв’язку кут 
розвороту (а через нього – кутів атаки) з результуючою формою кромки та 
величиною максимального радіусу округлення. Однак вигляд залежності форми 
кромки та величини максимального радіусу округлення від кут розвороту за 
результатами зазначених досліджень встановити неможливо. В [94] при 
обробці зразків з кутами загострення більше 90° в режимі стікання при 
швидкості 2.5 м/с встановлене формування зон збурень, які призводять 
виключно до притуплення різальних кромок. 
Теоретичних попередніх досліджень, зокрема кінематики процесу МАО, 
направлених на прогнозування форми кромки, в цих роботах не виявлено. Тому 
дослідження кінематики процесу МАО робочих поверхонь циліндричних 
зубчастих коліс та формування кромок з точки зору забезпечення ідентичності 
умов обробки є актуальними і до цього часу не проводились. Для проведення 
таких досліджень потрібно розробити фізичну модель формування кромки, яка 
б пов’язувала кути атаки з процесом видалення матеріалу в околі кромки, і 
базуючись на такій моделі, розробити кінематико-геометричну модель 
формування кромки. Процес МАО в кільцевій ванні зубчастих коліс з 
зовнішнім діаметром більше 35 мм має суттєве обмеження, яке полягає в 
обмеженості ширини робочої зони (величини повітряного зазору). Зазначене 
обмеження обумовлене допустимими енерговитратами на підтримання заданої 
величини магнітної індукції при заданих матеріалі магнітопроводу, 
використовуваних МАП, і т. ін. [7, 69]. Тому розробка способів обробки, 
кінематики та обладнання для їх реалізації, які дозволили б збільшити розміри 
оброблюваних коліс, є задачею актуальною. 
1.2.4. Структурно-параметричний синтез кінематики обладнання для МАО 
Структурно-параметричному синтезу кінематичної структури 
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формотвірних систем металорізального обладнання присвячена достатньо 
велика кількість джерел [44, 122, 123, 195 та ін.]. Математичною базою 
процедур структурно-параметричному синтезу в цих роботах є модель 
формоутворюючої системи (ФС) верстата, або функція формоутворення 0r , яка 
записується у вигляді: 
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де lA ,0  – загальна матриця перетворення координат ФС верстата; lr – радіус-
вектор формоутворюючих точок інструмента в системі координат інструмента 
(математична модель інструмента); lA  – матриця перетворення початкової 








,1  – матриці перетворення координат для 
суміжних ланок ФС верстата і послідовних перетворень початкової точки 
інструмента; iq  і jq  – параметри руху і-ї ланки ФС верстата і j-го перетворення 
початкової точки інструмента; ik  і jk  – коди матриць перетворення координат, 
l і p – число рухомих ланок (вузлів) ФС верстата і перетворень початкової 
точки інструмента;  T4 0,0,0,1e   – радіус-вектор початку системи координат 
інструмента. 
В роботах [34, 35] модель ФС верстата адаптована до умов МАО в 
кільцевій ванні. Внаслідок особливостей МАО в умовах великих робочих 
зазорів загальна матриця перетворення координат ФС верстата відображає не 
відносні формоутворюючі рухи деталі та інструменту, а рухи маніпуляції 
деталлю для отримання раціональних значень кутів атаки та сумарних 
швидкостей різання на оброблюваних поверхнях. Деякі із складових загальної 
матриці відповідають не рухам, а конструктивним параметрам. Таким, 
наприклад, є переміщення на величину радіусу серединного циліндру кільцевої 
ванни. 
В [35] вибір способу обробки деталей (сукупності виконавчих рухів 
вузлів верстату), установчих та режимних кінематичних параметрів процесу 
МАО пропонується виконувати за середніми величинами критерію 
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інтенсивності МАО kкеф та за рівномірністю розподілу значень критерію kкеф по 
комплексу оброблюваних поверхонь у вигляді максимальних відхилень 
maxk
R  




R  від середніх величин. 
Враховуючи те, що об’ємна обробка робочих поверхонь зубів та їх 
кромок виконується одночасно, виникає необхідність розробки критеріїв оцінки 
якості форм оброблених кромок і методики їх застосування для вибору 
раціональних кінематичних параметрів режимів обробки. 
1.3. Аналіз умов формування шорсткості та форми кромки 
1.3.1. Допущення при моделюванні шорсткості та форми кромки 
Оскільки реальна кромка є перехідною поверхнею складної геометричної 
форми [51, 83, 199], обумовленої крайовими ефектами при обробці прилеглих 
поверхонь (рис. 1.3), то модель формування кромки базується на моделі 
формування шорсткості [51]. 
Роботи [15, 37, 51, 53, 101, 105, 106, 113, 115, 121, 132, 139, 140, 141, 144, 
148, 152, 188, 196-199, та ін.] направлені на побудову моделі процесу 
мікрорізання абразивною гранулою і обчислення (статистичними методами) 
результуючої шорсткості або знімання матеріалу одиничним зерном. 
В цих роботах прийняті допущення щодо: форм моделей ріжучих 
елементів абразивних зерен; розмірів зерен і кількості кромок, що приймають 
участь у різанні; типу виступів зерен, що приймають участь у різанні: 
макрогеометричними, мікрогеометричними чи субмікрогеометричними; 
ймовірності прийняття участі кожного із абразивних зерен у різанні; глибини 
проникнення зерна в матеріал; механічних характеристик абразивних зерен 
оброблюваного матеріалу і їх стабільності; сил, що діють на кожне абразивне 
зерно; співвідношення розмірів зерен та їх мікрогеометрії та оброблюваної 
поверхні; рівномірності розподілу магнітного поля в робочому зазорі і 
характеру врізання зерна в оброблювану поверхню. 
Між окремими допущеннями є суперечності, які не дозволяють 
однозначно прийняти потрібні допущення при розробці кінематико-
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геометричної моделі формування кромки тільки на основі аналізу зазначених 
робіт. Для їх вирішення необхідно виконати: 
- співставлення параметрів шорсткості заготовок та розмірів ріжучих 
елементів зерен МАП для уточнення моделі форми оброблюваної поверхні; 
- співставлення розмірів мікровиступів та субмікровиступів абразивних 
зерен МАП з поперечними розмірами стружки (мікростружки), отриманої при 
МАО для уточнення ролі мікровиступів та субмікровиступів у процесі різання; 
- співставлення довжини стружки, отриманої при МАО, з величинами 
радіусів округлення для уточнення довжини різання при формуванні кромки; 
- аналіз і вибір залежності для розрахунку глибини заглиблення зерна в 
оброблювану поверхню. 
1.3.2. Аналіз використовуваних МАП 
Детальний аналіз МАП, які використовуються при МАО в Україні, 
Білорусії та частково Росії, виконано в роботах [12, 95, 113], а в країнах 
далекого зарубіжжя, наприклад, в роботах [179, 180].  
Із існуючих класифікацій МАП найбільш прийнятними є дві [95]: за 
структурою частинок порошку [12, 39] та за способом одержання [95, 113]. 
За результатами досліджень [95, 113, 148] встановлено, що найкращі 
показники за стійкістю, питомим масовим зніманням та шорсткістю оброблюваної 
поверхні мають МАП підтипу IIб2[113], типовими представниками яких є: 
- осколочні частинки, отримані в результаті розмелу попередньо 
гранульованих з розплаву матеріалів, які мають практично безпористу 
структуру. До порошків з такою формою частинок можна , наприклад, віднести 
такі - ПОЛІМАМ-Т, СП-17, ФЕРОМАП (рис. 1.11); 
- округлі частинки, отримані в результаті розпилення розплаву, без 
наступного розмелу. Прикладом таких порошків є ПР Р6М5, ПОЛІМАМ-М, 
ЦАРАМАМ (рис. 1.12). 
ФЕРОМАП дає 1,4-1,6 кратне підвищення радіусів, в той час як 
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 Порошки, у яких абразивний компонент утворює каркас [113]. До них відносяться псевдоплавлені порошки і 




ПОЛІМАМ-М збільшує радіуси закруглення кромок на 10-20%. Це обумовлено 
формою та більшою твердістю частинок ФЕРОМАП [93, 94, 193]. 
1.3.3. Радіуси округлення різальних кромок зерен МАП 
В роботі [110] на основі аналізу експериментальних даних, представлених 
в роботах ряду авторів, складена таблиця (табл. 1.6), у якій відображена 
залежність вихідного радіуса округлення вершин зерен від основного розміру 
абразивного зерна. У білого електрокорунду із зернистістю М40 радіуси 
округлення вершин за даними Д.Б. Ваксера [12], складають ρ = 3 ÷ 4 мкм, а за 
даними Ф.Ю. Сакулевича [129] − від 3 до 20 мкм. За даними [51] середній радіус 
закруглення зерен абразивів, що використовуються у шліфувальних кругах, 
знаходиться в межах ρ = 4÷13 мкм (табл. 1.7), а кут загострення β = 60÷100°. 
Згідно [106] мікропорошки М14 ... М28 мають радіуси вершини ρ ≈ 2 ÷ 4 мкм, 
мікропорошки М40 ... М63 і шліфпорошки зернистістю 4 ... 12 - ρ ≈ 3 ÷ 10 мкм. 
Значення отриманих результатів авторами [115] багаторазово 
перевищують дані Д.Б. Ваксера по радіусу при вершині ρ і в 1,2-1,5 рази - по 
куту при вершині ε (табл. 1.8). Даний факт пояснюється оцінкою в дослідженні 
всього контуру абразивного зерна, включаючи плоскі кромки, а не 3-5 гострих 
макроелементів, які вибираються дослідником. Встановлено, що параметри ρ і ε 
змінюються з глибиною дослідження: це зміна складає 25 % для кута і 22÷27 % 
для радіуса в межах максимальної робочої глибини. Максимальний радіус 
вершини зерна ρ закономірно пропорційний середньо ймовірному розміру 
зерна (зернистості). Однак мінімальні величини радіусів при вершині не 
залежить від зернистості і марки абразивного матеріалу. 
Розроблена авторами [49, 115] методика визначення радіусів округлення 
не враховує мікронерівностей зерна (рис. 1.13). 
В роботі [151] визначались товщини захисних плівок ЗМОТС, необхідні для 
оцінки інтенсивності обробки поверхні деталі виступами мікрорельєфу 
абразивного зерна. Встановлено, що величини мікровиступів абразивного зерна 
абразиву 14А 125 на порядок більші сумарної товщини захисної плівки δ = 0,017 








Рис. 1.12. Округла форма частинок магнітно-абразивних порошків; а) - порошок ПР 
Р6М5, б) – порошок ЦАРАМАМ [95] 
Таблиця 1.6 
Вихідні радіуси округлення вершин абразивних зерен ρgo [110] 
Джерело 
Зернистість за ГОСТ 3647-80 и ISO 8486-1,2:1996(Е) 
16 25 32 40 50 63 80 100 125 160 200 
F80 F60 F54 F46 F36 F30 F24 F20 F16 F12 F10 
Основний розмір абразивних зерен Bg, мкм 
160 240 315 400 500 630 800 1000 1250 1600 2000 
Вихідний радіус округлення вершин зерен pgo, мкм 
Байкалов А.К.  13 19 - 28 - - - - - 114 
 




76 - - - 
Мурдасов 
А.В. 
- 19 - 30 - - 68 - 97 115 130 
Ваксер Д.Б. 14 21 
 
30 - - - - - - - 
Королев А.В.3 12 - - - - 48 - - 93 119 149 
Божко Т.Є. 13 19 27 28 38 - 60 - - - - 
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Рис. 1.13. Визначення радіуса при вершині зерна 
14А 125 більші, ніж 0.6 мкм. У роботі [127] з посиланням на результати, які 
приведені у [98] стверджується, що незалежно від зернистості абразиву, 
виступи мікрорельєфу мають ширину Вм = 5÷15 мкм, висоту hм = (0,1 ... 0,3)∙Вм, 
а радіус округлення вершин ρм = 0,1 ... 0,5 мкм. У [118, 127] зазначається, що 
мікро- і субмікровиступи абразивних зерен можуть знімати стружку в 10 ... 100 
разів меншу за об’ємом у порівнянні з основним ріжучим елементом. Ці дані 
одного порядку з даними робіт [134, 151].  
У спеціальних МАП (див. розділ 1.3.2) за даними [92] (табл. 1.9) середній 
радіус округлення вершин, також зростає зі збільшенням основного розміру 
абразивних зерен порошку Bg (табл. 1.6). Для найчастіше використовуваних 
значень зернистості 200/100, 315/200 та 400/315 діапазон величин середніх 
радіусів округлення складає 28,3÷137,8 мкм. Для фракції 400/315 значення 
середніх радіусів порошків ПОЛІМАМ-Т, СП-17, ФЕРОМАП та ПР Р6М5 
близькі до значень, отриманих авторами [115]. 
1.3.4. Умови мікрорізання при МАО та інших методах фінішної обробки 
Більшість авторів [12, 95, 113, 129] розглядають процес МАО як пружно-
пластичну взаємодію зерен МАІ з поверхнею деталі. 
В результаті цієї взаємодії відбуваються три типи деформацій: пружна, 
пластична та деформація зсуву (різання металу). Ці події можуть відбуватися 
одночасно, але кожна наступна не може відбутися, минаючи попередні. Настання 
кожної наступної події залежить від співвідношення  h , де h  - глибина 
заглиблення вершини зерна в оброблювану поверхню; ρ - радіус заокруглення 
вершини зерна. В роботі [52] стверджується, що стале стружкоутворення настає 




Ступінь гостроти зерен різних абразивних матеріалів [51] 
Характер гостроти 
зерна 
Алмаз Ельбор Електрокорунд Карбід кремнію 
Зернистість 








2,5÷25,0 0,4÷8,0 1,0÷36,0 0,4÷23,0 6,0÷81,0 2,8÷56 4,0÷83,0 2,8÷33,0 
 
Таблиця 1.8 
Радіуси округлення вершин та кути при вершині абразивних зерен [115] 
Абразивний матеріал (зернистість) 
За методикою авторів  Дані Ваксера Д.Б. 
ρ, мкм ε, град ρ, мкм ε, град 





   6÷ 6  29 114 





   3÷154 31 110 





   8÷154 27 105 
Примітка. Для радіусу в чисельнику дано межі зміни середнього значення, в знаменнику - 
межі зміни мінімального значення. Для кута наведені межі зміни середнього значення. 
Таблиця 1.9 
Результати статистичного аналізу характерних розмірів різальних кромок (РК) 













200/100 28,3 1,63 3,4 19,89 
315/200 30,7 0,64 -0,73 19,00 
400/315 60,2 1,39 1,92 35,76 
ПОЛІМАМ-М 
200/100 47,2 0,84 0,82 13,65 
315/200 66,4 -0,14 -1,58 33,88 
400/315 115,2 0,44 -0,89 55,41 
ПОЛІМАМ-Т 
200/100 45,7 0,11 -0,98 15,46 
315/200 65,7 1,22 3,60 19,40 
400/315 101,5 0,97 0,78 39,45 
ПР Р6М5 
200/100 64,1 -1,12 3,41 10,52 
315/200 125,9 -1,38 1,41 24,77 




і швидкість стружки буде дуже малою - в 10 і більше разів меншою швидкості 
різання. Внаслідок цього вона не буде мати звичного вигляду. Цим 
пояснюються складнощі фіксації наявності стружки при малих значеннях 
співвідношення. При достатній жорсткості технологічної системи мінімальне 
значення співвідношення  , що дозволяє реалізувати процес різання зі сталим 
стружкоутворенням, знаходиться в межах 4.02.0  . 
Критичні значення співвідношення  , залежать від таких параметрів як 
тип процесу, матеріали інструменту та оброблюваної деталі, швидкість різання 
та ін. За [72] мікрорізання з утворенням стружки відбуватиметься за умови 
  2121  , де τ − опір на зріз, στ – межа плинності матеріалу. Тобто 
коли контактні напруження або деформація досягають руйнуючих значень 
(порушиться режим обтікання зерен деформуючим матеріалом). За даними 
робіт [51, 74, та ін.] величина цього відношення може коливатися від 0,003 до 
0,2 (табл. 1.10). Автори [40] зазначають, що при визначенні критичного 
значення   не враховувався масштабний фактор, що і є джерелом такого 
великого розкиду критичної величини  . 
Таблиця 1.10 








Scrutton R. ., 1976 
Швидкорізальна 
сталь 
Латунь – 0,03 
Рубенштейн К. – 
Відпалена сталь 
SAE113 
до 27 0,06 




38ХСА до 15 0,12 




38ХМЮА – 0,06 
Филоненко С.Н., 1977 Р18 1Х18Н9Т 0,06 0,2 




Грановский Г.И., 1975 BK8 сталь 45  0,057 
Результати модельних експериментів абразивної обробки сталі з 
застосуванням мастила [73] дали величину відношення 5.03.0  . 
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При ударній і фрикційній взаємодіях абразивних частинок з поверхнею 
[1, 72, 121], зокрема при МАО у великих робочих зазорах [148], процес пружної 
взаємодії частинок з поверхнею буде відбуватися при 01.0 , пластичного 
деформування - при 13.001.0    та мікрорізання при 13.0 . При МАО 
сталей в умовах малих робочих зазорів, як стверджується в [12], утворення 
стружки відбувається при ε <0,005 ÷ 0,13. 
В [107, 108] визначено систему рівнянь, що визначає умови 




















































T ; γ – передній кут на 
поверхні абразивного зерна в головній січній площині на рівні поверхні 
заготовки; η − коефіцієнт усадки стружки; μ1 - коефіцієнт зовнішнього тертя 
між стружкою і інструментом; μ2 - коефіцієнт внутрішнього тертя між 
частинками матеріалу, що знімається (в напрямку максимальних дотичних 
напружень). 
1.3.5. Заглиблення абразивних частинок в оброблювану поверхню 
Максимальне заглиблення частинок maxh  при взаємодії твердої сферичної 
частинки з пружно-пластичним напівпростором можна розрахувати за 
залежністю [121], яка враховує властивості оброблюваного матеріалу та 

















де R  - радіус частинки, ч  - щільність матеріалу частинки,   - коефіцієнт 
Пуассона оброблюваного матеріалу, 0V  - швидкість, з якою взаємодіють 
абразивні частинки з оброблюваною поверхнею, χ - кут атаки, E  - модуль 
пружності оброблюваного матеріалу. 
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Згідно [159] процес зняття стружки стає можливим при напруженнях по 
лінії сколювання, що перевищують зазвичай опір матеріалу зрізу. Встановлено, 
що при поглибленні частинки метал по краях видимається, і поглиблення 
відбувається доти, поки напруження на контактній поверхні не дорівнюватиме 
c , де   - межа плинності матеріалу деталі, c  - коефіцієнт оцінює несучу 
здатність контактної поверхні. За даними [159] значення коефіцієнта c 
коливається від 1 до 6 для металу в нормальному стані і досягає 10 за наявності 
наклепу. Базуючись на цій моделі автори [140, 141, 144, 145] для випадку 













max  ,  (1.3) 
де mk  - коефіцієнт, що враховує вплив сусідніх частинок при обробці; 
Rk  - коефіцієнт, що враховує вплив форми абразивної частинки на фактичну 
площу контакту. 










)sin(2max  ,  (1.4) 
де ефV  - ефективна швидкість частинок (визначаються особливостями 
конкретного методу обробки, 0VVеф   - для об’ємної МАО в умовах великих 
робочих зазорів); Sk  - коефіцієнт, що враховує вплив шорсткості оброблюваної 
поверхні на фактичну площу контакту. 
Автори [58] пропонують подібну до (1.3, 1.4) залежність, що враховує 








Ch max ,  (1.5) 
де Сh - коефіцієнт, що враховує зміну властивостей міцності оброблюваного 
поверхневого шару в порівнянні з основним (в результаті впливу ЗМОТС, 
швидкості деформації, попереднього наклепу і т. п.); Рy - сила, що притискає 
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зерно; Н - твердість оброблюваного матеріалу; kМ - коефіцієнт, що враховує 
зміну твердості матеріалу в присутності змінного магнітного поля; m, r, 
s - показники ступеня. 
У [12] зазначено, що за глибиною рисок - слідів різання після МАО 
встановлена глибина заглиблення зерен МАП, яка складає величину 
h < 0,14÷0,4 мкм, а за даними [129] – 0,18÷0,5 мкм. 
1.3.6. Стружка при МАО 
Довжину шляху, який проходить частинка в контакті з оброблюваною 
поверхнею в процесі мікрорізання при МАО, та величину заглиблення 
абразивних частинок в оброблювану поверхню можна оцінити за розмірами 
стружки, яка при цьому утворюється [134]. Однак відомостей про розміри та 
форму мікростружки, утворену при МАО, в літературних джерелах вкрай мало. 
В роботі [148] зазначено, що після об’ємної обробки немагнітного 
матеріалу в умовах великих робочих зазорів, при використанні осколкового 
нерівновісного МАП СП–17 вдалося виділити мікростружку, при використанні 
осколкового рівновісного порошку ФЕРОМАП виділили як мікростружку, так і 
лусочки матеріалу, а при використанні округлих рівновісних ПОЛІМАМ-М та 
ПР Р6М5 ні мікростружки ні лусочок виявити не вдалося. 
В роботі [186] приведені фото магнітних (залізних) частинок розміром 45 
мкм, абразивних частинок 20 мкм та виділених мікростружок після МАО. 
Зазначено, що мікростружки за розмірами дещо менші за розміри абразивних 
частинок. 
За даними роботи [134] мікростружка після МАО схожа на 
сегментоподібні елементи або на кому з сильно деформованою поверхнею. До 
55÷75% стружки при МАО мають довжину до 4 мкм, а співвідношення їх 
довжин і товщин знаходиться в межах 5÷20.  
Висновки 
1. Найбільш поширеною операцією чистової обробки зубчастих коліс є 
зубошліфування після хіміко-термічної обробки. Через дефектність 
приповерхневої зони та для забезпечення необхідних показників якості обробки 
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зубчастих коліс специфічних категорій (з покриттями робочих поверхонь зубів, 
з зубами отриманими методами пластичного деформування, загартованих в 
середовищі стисненого газу, валів-шестерень насосів), існуючі технологічні 
процеси потребують введення додаткових фінішних операцій, або ж 
полірування як єдиної фінішної операції. 
2. Потенційно ефективним способом комплексної фінішної обробки 
зубчастих коліс, що забезпечує потрібну шорсткість, мікротвердість та 
формування залишкових напружень стиснення, збільшення площі контактних 
поверхонь, округлення кромок зубів з заданим радіусом, зносостійкість та 
втомну міцність, є МАО, зокрема обробка в умовах великих робочих зазорів. 
При цьому можливі дві принципово різні схеми обробки: обробка між опозитно 
розташованими полюсними наконечниками та в кільцевій ванні. 
3. Теоретичних досліджень кінематики процесу обробки вільним 
абразивом, в т.ч. МАО, направлених на прогнозування форми кромки, не 
виявлено. Для проведення таких досліджень потрібно розробити фізичну 
модель формування кромки, яка б пов’язувала кути атаки з процесом видалення 
матеріалу в околі кромки, і базуючись на такій моделі, розробити кінематико-
геометричну модель формування кромки. 
4. Суперечності між допущеннями, в попередніх дослідженнях процесу 
мікрорізання абразивною гранулою, не дозволяють однозначно прийняти 
потрібні допущення при розробці кінематико-геометричної моделі формування 
кромки тільки на основі аналізу результатів зазначених досліджень. 
Співставлення параметрів шорсткості заготовок після операцій зубошліфування 
(наприклад, табл. 1.2) та розмірів ріжучих елементів зерен МАП (табл. 1.9) 
дозволяють прийняти оброблювану поверхню як гладкий напівпростір. Для 
розрахунку величини заглиблення зерна в оброблювану поверхню попередньо 
прийнято залежність (1.4), яка повинна уточнюватись за результатами 
визначення поперечного перерізу стружок, отриманих при МАО. При цьому 
необхідно: 
- порівняти розміри мікровиступів та субмікровиступів абразивних зерен 
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МАП з поперечними розмірами стружок і уточнити ролі мікровиступів та 
субмікровиступів у процесі різання; 
- порівняти довжини стружок з величинами радіусів округлення для 
уточнення довжини різання при формуванні кромки. 
5. Одним із основних напрямків забезпечення ефективності МАО 
складнопрофільних деталей, до яких відносяться зубчасті колеса, є 
цілеспрямований структурно-параметричний синтез кінематичної структури 
формотворних систем обладнання на основі інтегральних критеріїв. Для вибору 
параметрів кінематики процесу обробки поверхонь доцільно застосувати 
розроблений критерій інтенсивності МАО kкеф, а для оцінки якості округлення 
кромок необхідною є розробка відповідного критерію. 
6. Процес МАО в кільцевій ванні зубчастих коліс з зовнішнім діаметром 
більше 35 мм має суттєве обмеження за шириною робочої зони (величини 
повітряного зазору). Для розширення технологічних можливостей обробки 
зубчастих коліс в кільцевій потрібна розробка обладнання зі збільшеною 
шириною робочої зони. 
Мета і задачі дослідження 
Метою роботи є розробка основних положень кінематики магнітно-
абразивної обробки та створення сучасного обладнання на їх базі для 
забезпечення якості і мікрогеометрії робочих поверхонь циліндричних 
зубчастих коліс. 
Для досягнення поставленої мети необхідно було вирішити наступні 
задачі: 
1. Виконати аналіз методів фінішної обробки зубчастих коліс, які 
забезпечують задану мікрогеометрію робочих поверхонь і кромок зубів. 
2. Експериментально дослідити та уточнити закономірності процесу 
формування кромок деталей при МАО в умовах великих робочих зазорів. 
3. Розробити кінематико-геометричну модель формування кромок та 
критерії оцінки якості їх форми. 
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4. Розробити схеми МАО зубчастих коліс в умовах великих робочих 
зазорів, визначити функціональні залежності основних показників якості 
виготовлення кромок від кінематичних параметрів. 
5. Розробити методи і рекомендації по визначенню кінематичних 
параметрів раціональних режимів обробки, виконати їх експериментальну 
перевірку, і на їх основі удосконалити метод структурно-параметричного 
синтезу формотворних систем. 
6. Розробити структурно-кінематичні схеми і структурні формули 





ПОПЕРЕДНІ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ 
ЗАКОНОМІРНОСТЕЙ ПРОЦЕСУ ФОРМУВАННЯ 
КРОМОК 
Теоретичні дослідження кінематики процесу формування кромок 
методом МАО потребують розробки кінематико-геометричної моделі, яка б 
пов’язувала кути атаки, під якими частинки МАП взаємодіють з оброблюваною 
поверхнею, з процесом видалення матеріалу в околі кромки. Для розробки такої 
моделі потрібні достатньо докладні уявлення про фізичний механізм 
формування кромки. Однак, як зазначалось в розділі 1, не дивлячись на велику 
кількість проведених експериментальних досліджень з формування кромки 
методом МАО, тільки деякі з них направлені безпосередньо на вивчення 
механізму формування кромок. Це зокрема дослідження формування вхідних та 
вихідних кромок пера лопаток ГТД та зразків-стержнів з клином на одному з 
кінців. Аналіз результатів проведених досліджень дозволили авторам 
встановити наявність зв’язку кут розвороту з результуючою формою кромки та 
величиною максимального радіусу округлення, але вигляд залежності форми 
кромки та величини максимального радіусу округлення від кута розвороту за 
результатами зазначених досліджень встановити неможливо. При обробці 
загострених зразків встановлене формування зон збурень, які призводять 
виключно до притуплення різальних кромок. Однак даних, отриманих за 
результатами цих досліджень, не достатньо для розробки кінематико-
геометричної моделі формування кромок методом МАО. Тому необхідно 
експериментально дослідити та уточнити механізм формування кромок деталей 
при МАО в умовах великих робочих зазорів.  
Ці дослідження потрібно проводити на зразках, досліджувана кромка 
яких утворена перетином плоских поверхонь. Це зв’язано з завданням кутів 
атаки при обробці в кільцевій ванні [35]. Наприклад, при діаметрі серединного 
циліндру кільцевої ванни           максимальна абсолютна різниця між 
кутом нахилу ξ плоскої поверхні до торцевої поверхні кільцевої ванни та кутом 
  
47 
атаки χ до цієї поверхні на довжині зразка 35 не перевищує 1,2º, а відносна 
різниця - 4%. Абсолютна похибка кута атаки на ширині поверхні 8 мм не 
перевищувала кількох сотих градуса. 
2.1. Допущення про закономірності процесу формування кромок 
при МАО в кільцевій ванні в умовах великих робочих зазорів 
Для розробки моделі механізму формування кромки прийняті такі 
допущення: 
- всі зерна мають одинакові розміри і одну різальну кромку, яка 
залишається гострою протягом усього часу обробки; 
− абразивне зерно є абсолютно твердим і контактує з пластично 
деформованим матеріалом; 
− ніяких деформацій гранули і взаємного зміщення абразивних зерен не 
відбувається, під час обробки вони не руйнуються; 
− матеріал деталі не зміцнюється; 
− маса деталі значно перевершує масу частинки; 
− сила, що діє на кожне абразивне зерно є постійною і дорівнює середній 
величині; 
− абразивна частинка при своєму русі піддається дії тільки частинок 
найближчого оточення у вигляді середнього силового поля; 
− рідке середовище, що складається з ЗОТС та продуктів диспергування, 
впливає на процес тільки за рахунок зміни коефіцієнта тертя; 
− робоча поверхня є гладким півпростором; 
− напруженість магнітного поля в постійному робочому зазорі однорідна; 
- зерно виконує поступове врізання; 
- кути атаки на відстані, яка дорівнює величині зернистості порошку, 
мають ті ж величини, що і на кромці; 
− рух зерна вздовж кромки не приймає участі у формуванні кромки. Це 
допущення справедливе, якщо величина радіуса округлення набагато більша за 
величину шорсткості поверхні, що безпосередньо прилягає до кромки. 
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− форма кромки у нормальному перерізі до теоретичної лінії кромки в 
заданій точці повинна залежати від відношення проекцій сумарної швидкості 
на нормаль та бінормаль (за оберт заготовки в русі основної кругової подачі) і 
утворюватись як ломана в результаті перетину траєкторій переміщення 
частинок порошку під кутами атаки, заглиблених в оброблювану поверхню на 
величну hmax (див. (1.2), (1.3) та (1.4). 
2.2. Методика досліджень умов формування кромок 
Для дослідження механізму формування кромок виконується 
експеримент за наступною методикою: 
1. Виготовляються дві партії зразків із бронзи БРАЖ9-4 та інструментальної 
сталі У10А (рис. 2.1) за розмірами та технічними вимогами, що приведені на 
рис. А.1. (додаток А), загальний вигляд яких представлений на рис. А.2. 
2. На зразках кожного із матеріалів вимірюються:  
а) шорсткість суміжних граней А і Б вздовж кромки (рис. 2.1) на 
профілометрі-профілографі 252 (розділ 2.3); 
б) радіус округлення кромки на установці MicroCAD (розділ 2.3). 
в) виконується запис геометрії кромки в площині перпендикулярній 
кромці та їх об’ємні зображення на установці MicroCAD (розділ 2.3), 
фотографування на растровому електронному мікроскопі РЕМ-106И. 
3. Виконується МАО зразків кожного із матеріалів при технологічних 
параметрах [35, розділ 2.2.1]: МАП - ПОЛІМАМ-Т зернистістю 200/100 мкм; 
магнітна індукція в робочій зоні за відсутності МАП – B = 0.25 Тл; час обробки 
t = 180 c; швидкість головного руху Vp = 3 м/с, ЗОТС – АСФОЛ на 
експериментальній роторній установці (розділ 2.4). 
а) в режимі "стікання" (15 зразків кожного із матеріалів): ξ = 15°, 30°, 45°; 
60°, 75°; кут нахилу відновлювального елементу β = 40° [35, розділ 2.2.3]; 
б) в режимі "натікання" (12 зразків кожного із матеріалів) – ξ = 15°, 30°, 
45°; 60°; обробка виконується без відновлювального елементу. 
4. Виконуються вимірювання оброблених зразків: 
а) радіус округлення кромки на установці MicroCAD (розділ 2.3). 
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б) запис геометрії кромки в площині перпендикулярній кромці та їх 
об’ємні зображення на установці MicroCAD (розділ 2.3), фотографування на 
растровому електронному мікроскопі РЕМ-106И. 
2.3. Вимірювання параметрів кромки 
Для вимірювання шорсткості суміжних граней А і Б зразка вздовж 
кромки (рис. 2.1) був застосований профілометр-профілограф типу А1, модель 
252 (рис. 2.2). 
Параметри кромки (шорсткість та радіуси округлень) досліджуваних 
зразків та дрібномодульних зубчастих коліс вимірювались оптичним методом 
на установці MicroCAD premium (рис. 2.3, табл. 2.1). Основні технічні 
характеристики установки MikroCAD premium приведені в табл. 2.1.  
Зразок розташовується під оптикою приладу на відстані між 
вимірювальною камерою і досліджуваними елементами мінімум 30 мм. Зразок 
з досліджуваною кромкою встановлюється по 3-х координатах. Величини 
радіусів, щербин, викришувань, відколів, шорсткості, відхилення форми, κ – 
фактору, та їх статистичний розподіл, аналізуються і записуються в кількох 
сотнях перетинів одночасно (рис. 2.4). 
Для калібрування установки використовувались спеціальні стандарти 
радіусів − 10 мкм, 20 мкм і 40 мкм. Максимальна похибка вимірювання радіусів 
округлення - 1 мкм. 
2.4. Експериментальна роторна установка з магнітною системою 
типу "кільцева ванна" 
Експериментальна роторна установка є універсальною (рис. 2.5) і 
призначена для МАО деталей типу осьового та кінцевого різального 
інструменту, твердосплавних багатогранних непереточуваних пластин, 
зубчастих коліс та інших складно профільних деталей [35, 26]. Схема установки 
зразків паралелепіпедів представлена на рис. 2.6. Робоча головка 4 змонтована 
на нижній плиті 3 роторної головки установки для МАО лопаток ГТД, яка 
побудована на базі вертикально фрезерного верстата, і має в своєму складі 




Рис. 2.1. Загальний вигляд досліджуваних зразків із сталі та бронзи 
 
Рис. 2.2. Профілограф-профілометр моделі 252 
 
Рис. 2.3. Установка MicroCAD premium (виробник GFMesstechnik GmbH, Німеччина). 


















Основні технічні характеристики установки MikroCAD premium 
Поле огляду 1,6x1,2 мм2 13x10 мм2 26x20 мм2 80x60 мм2 140x105 мм2 320x240 мм2 
     
Кільк. пікселів 
камери 
1,23 млн 2 млн 2 млн 2 млн 2 млн 2 млн 
Точка відстань 1,2 мкм 8 мкм 16,3 мкм 50 мкм 87 мкм 200 мкм 
Робоча відстань 30 мм 90 мм 80 мм 295 мм 310 мм 900 мм 
Розмір сенсора 16x13x5,5 см³ 26x23x13 см³ 31x32x12 см³ 35x30x13 см³ 42x30x13 см³ 55x30x13 см³ 
Вага сенсора 1 кг 2,8 кг 4,5 кг 6,5 кг 6,5 кг 6,5 кг 







ОС WIN 7 
Програма ODSCAD 6.2, спеціальне програмне забезпечення опційно доступне 
Робоча температура 5 - 45°C, без конденсату 
Електроживлення 110 - 230 V, AV 
 
Рис. 2.4. Діалогове вікна програми ODSCAD: 
Radius – радіус округлення кромки; 𝚱 – Faktor – каппа – фактор; Radiusdelta – 𝚫r (за 
рис. 1.3); A – Sγ , B - Sα (за рис. 1.7); Schartigkeit – зазубреність; Min, Max, Mittel – 













ділянка (L=1 мм) 
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Установка реалізує наступні формотворні та установчі рухи 
оброблюваної деталі: 
- головний рух різання – обертання навколо осі магнітної системи. 
реалізується обертанням головки разом зі шпинделем базового верстата; 
- рух основної кругової подачі оброблюваної заготовки навколо власної 
осі. Реалізується шпиндельним вузлом 5 з електромеханічним приводом, що 
складається з двигуна постійного струму та черв’ячного редуктора; 
- переміщення шпиндельного вузла 5 в площині паралельній дотичній 
площині до серединного циліндру кільцевої ванни і паралельно її торцевій 
площині – установче переміщення; 
- поворот навколо осі, яка є результатом дотикання площини дотичної до 
серединного циліндру та серединного  циліндру – установче переміщення; 
- нахил шпиндельного вузла в корпусі робочої головки для встановлення 
його осі під певним кутом до торцевої площини кільцевої ванни (до вектора 
швидкості головного руху) – установче переміщення. 
Магнітна система установки має у своєму складі два кільцевидні співвісні 
ПН (1), які формують робочу зону 2, що заповнюється МАП. Діаметр 
серединного циліндру кільцевої ванни змінний (за допомогою змінних кілець) в 
діапазоні 200÷300 мм, ширина - 30÷40 мм, висота - 30 мм. 
2.5. Визначення вихідних даних для вивчення механізму 
формування кромки 
Профілі кромки (рис. 2.7), записані за допомогою програми ODSCAD у 
форматі *.bmp, оброблялись у програмі AutoCAD. 
Вихідний профіль кромки за зображенням кромки після МАО 
відновлювався наступним чином: 
1. Зображення вставляється в файл AutoCAD. 
2. Зображення масштабується по радіусу округлення кромки. 
3. На відстані 240 мкм від верхньої точки кромки (максимально можлива 
відстань на зображенні) проводиться горизонтальна лінія, яка перетинається 










Рис. 2.6. Установка оброблюваного зразка в робочій зоні кільцевої ванни: а) загальний 
вигляд робочої зони зі зразком та відновлювальним елементом; б) установка зразка 
  
Робоча головка з 
оброблюваним 
зразком 






4. Через зображення необробленої грані проводиться пряма, до якої через 
точку Pt проводиться перпендикулярна до зображення необробленої грані 
пряма. У вершині прямого кута будується коло з вихідним радіусом кромки. 
5. Контур між вихідним і обробленим контуром обводиться замкнутою 
полілінією (ломаною). Площа контуру буде умовною площею S поперечного 
перерізу видаленого матеріалу. 
 
Рис. 2.7. Профіль кромки, записаний за допомогою програми ODSCAD, для стального 
зразка при обробці грані Б (в режимі натікання) 
Максимальна відносна похибка визначення площі, оцінена за половиною 
максимальної відстані між найвищими точками кромки до і після МАО, складає 
не більше 15%. 
Фактична форми кромок досліджувалась їх фотографуванням на 
растровому електронному мікроскопі РЕМ-106И при 100, 200, 250, 1000, 2500 
та 5000 кратному збільшеннях. 
2.6. Результати вимірювання на установці MicroCAD premium 
В результаті виготовлення кромок заточуванням алмазним кругом та 
доведення отримані значення шорсткості граней А і Б (табл. 2.2), початкові 
середні радіуси округлення ρ0 = 4.0 мкм на зразках із бронзи БРАЖ9-4 та ρ0 = 
3.8÷4.1 мкм на зразках із сталі У10А (рис. 2.8). Отримані результати [21, 27] 
Вихідний 
профіль(до МАО)  
Грань Б зразка 
Профіль, що не 
піддається 
обробці 









перекликаються з результатами, приведеними у [103] ρ0 = 5.0 мкм при 
заточуванні алмазним кругом. 
  
а)       б) 
Рис. 2.8. Поперечні профілі кромок зразків до МАО: а) бронза; б) сталь 
Таблиця 2.2 
Результати вимірювання шорсткості граней зразків вздовж кромки до МАО 
Матеріал № зразка Грань Ra, мкм Rz, мкм 𝛒0, мкм 
У10А 
4 
А 0.48 2 
2.19 
Б 0.03 0.16 
5 
А 0.47 2 
2.5 
Б 0.11 0.5 
8 
А 0.2 1 
1.27 
Б 0.05 0.25 
БРАЖ9-4 
3 
А 0.08 0.4 
0.66 
Б 0.05 0.25 
6 
А 0.09 0.4 
0.73 
Б 0.06 0.32 
7 
А 0.10 0.5 
0.76 
Б 0.05 0.25 
Розраховані значення початкового радіусу ρ0 (табл. 2.2) за 
співвідношенням, що запропоноване в роботі [158]: 
  22sin0   eRR zz , 
де: zR , zR  - шорсткість передньої і задньої поверхні; σ - коефіцієнт, що 
відповідає за властивості матеріалу леза; β - кут загострення. 
При цьому коефіцієнт σ = 1. Тільки перші значення радіусів для стальних 
зразків близькі до значень, отриманих експериментально (табл. Б.1). Для 
бронзових зразків радіуси практично такі ж самі, не дивлячись на значно меншу 
шорсткість граней. 
Аналіз результатів [21, 27, 36] показує, що кромка не має постійного 
радіуса округлення на всій її протяжності навіть після заточування, що 
підтверджує результати раніше проведених досліджень [103]. Розкид значень 
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радіусів округлень на стальних зразках складає 15÷25%, а на 
бронзових - 18÷45%. 
Після МАО розкид значень радіусів округлення вздовж кромки залежить 
від матеріалу та кута нахилу зразка (рис. 2.9). Для бронзових зразків 
максимальний розкид залишається на попередньому рівні, мінімальний – 
зменшується до 12%. Для стальних зразків розкид збільшується до 19÷69%. В 
режимі стікання для бронзових зразків спостерігається незначне коливання 
розкиду радіуса вздовж кромки – від 30% до 40%. В режимі натікання при 
кутах ξ > 45° розкид зменшується до 12÷30%. 
 
Рис. 2.9. Залежності розкиду радіусів округлення кромки від кута нахилу зразка та 
матеріалу (Д – оброблені в режимі стікання; К – оброблені в режимі натікання) 
 
Рис. 2.10. Залежності мінімальних та максимальних радіусів округлення кромки від 




Максимальні значення радіусів округлення значно зростають у бронзових 
зразків – з 4.1÷6.2 мкм до 50÷60 мкм в режимі натікання (рис. Б.1-Б.2, 2.10). В 
режимі стікання максимум до 16 мкм при кутах нахилу ξ = 75° (рис. Б.1, д). При 
цьому найбільші зміни радіусу спостерігаються при кутах нахилу ξ > 45°. Хоча 
для сталі в режимі натікання, навпаки, при цих кутах спостерігається 
зменшення максимальних значень радіусів. 
Залежність κ-фактора, що характеризує симетричність профілю 
округленої вершини (в околі вершини), від кута нахилу зразка не є монотонною 
залежністю (рис. 2.11 та 2.12). Хоча від цих залежностей можна було б чекати 
такого характеру, якщо розглядати ці залежності разом з залежностями зняття 
матеріалу (рис. 2.13). Для кромок, оброблених в режимі стікання (рис. Б.1, а-д 
та рис. Б.2, а-д) потрібно було б чекати значень κ-фактору виключно κ < 1, а 
для оброблених в режимі натікання (рис. Б.1, е-з та рис. Б.2, е-з) – виключно κ 
> 1. Однак це не так. Головною причиною є те, що програмне забезпечення 
ODSCAD установки MicroCAD вимірює параметри А (Sγ) та В (Sα) в 
невеликому околі вершини. Однак це не є закономірністю. Якщо розглянути 
відношення середніх значень параметрів А (Sγ) та В (Sα) до середнього радіусу 
округлення вершин ρcp (табл. 2.5), то з її аналізу випливає, що програма 
ODSCAD не завжди коректно вибирає величини А (Sγ) та В (Sα)
1
. 
Наприклад, для початкових радіусів округлення (найменших) вона 
вибирає занадто великі значення параметрів А (Sγ) та В (Sα) (табл. 2.5), а для 
середніх та великих (особливо поблизу яких є значні викривлення суміжних 
граней) – середні та малі (наприклад, рис. Б.1, в-д, є-з). 
Поперечні профілі кромок зразків підданих МАО (рис. Б.1 та рис. Б.2) з 
накладеними початковими профілями (рис. 2.7) дає кількісну характеристику – 
величину видаленого матеріалу. Якщо різницю площ початкового і кінцевого 
контурів S (рис. 2.7) в середньому перерізі (рис. Б.1, рис. Б.2) помножити на 
довжину кромки та щільність матеріалу зразки, то отримаємо вагу видаленого 
                                           
1
 Оператор може вибрати тільки довжину, на якій програма буде визначати значення 




Рис. 2.11. Залежності мінімальних та максимальних значень 𝛋 - фактору від кута 
нахилу зразка (Д – оброблені в режимі стікання; К – оброблені в режимі натікання) 
 
Рис. 2.12. Залежності середніх значень 𝛋 - фактору від кута нахилу зразка (Д – оброблені 
в режимі стікання; К – оброблені в режимі натікання) 
 
 
Рис. 2.13. Залежності значень відносної площі поперечного перерізу видаленого в 





матеріалу. Однак, в даному випадку ми отримали відносну величину 
видаленого матеріалу (щодо найменшої площі S, отриманої для стального 
зразка, обробленого в режимі натікання при куті нахилу ξ = 60°) і нас цікавить 
якісна залежність профілю від кута нахилу зразків (рис. 2.13). Для зразків із 
бронзи залежності мають явно виражені максимуми. Для стальних вони дещо 
згладжені. Для обох матеріалів зразків характерним є те, що максимуми для 
зразків оброблених в режимах стікання і натікання не співпадають. Причиною 
цього явища, очевидно, є різні умови обробки в названих режимах. 
Як встановлено в [35], фізичні моделі МАО і обробки вільним абразивом 
адекватні при швидкостях см0,1V  та значеннях магнітної індукції в 
робочому зазорі Тл7,0B  для феромагнітних деталей і Тл2,1B  для 
неферомагнітних деталей. Тому режими обтікання стальних та бронзових 
зразків при Тл7,0B  відрізняються незначно. Підтвердженням цьому є 
характер залежностей форм-фактору κ від кута нахилу ξ (рис. 2.11 та 2.12) з 
результатами, отриманими в роботі [45] при обробці твердосплавних пластин. 
Максимальні середні значення κ –фактору при обробці коротких граней з обох 
матеріалів отримані при ξ = 45° (рис. 2.12), як і в роботі [45] в режимах 
"натікання" та "натікання з оправки", які близькі до режиму натікання при 
обробці коротких граней зразків.  
Тому причину того, що максимуми на рис. 2.13 не співпадають, потрібно 
шукати в геометрії поверхонь, що обробляються при цих режимах. В режимі 
стікання обробці піддавалась довга сторона зразка А (рис. 2.6), яка разом з 
частиною оправки, зануреною в МАІ, сприяла тому, що значна частина 
порошку ковзала по поверхні грані А, обробляючи її, і головне -скупчувалась 
у щільну масу в зоні оброблюваної кромки, тобто в середній частині по висоті 
робочої зони. Тому для відновлення щільності МАП по висоті робочої зони 
використовувався відновлювальний пристрій. При обробці в режимі натікання 
порошок ковзав тільки по короткій грані Б зразка. Він незначною мірою 
опускався вниз по грані Б і часткового піднімався вверх по грані, протилежній 








Стікання Натікання Стікання Натікання 
Acp/ρcp Bcp/ρcp Acp/ρcp Bcp/ρcp Acp/ρcp Bcp/ρcp Acp/ρcp Bcp/ρcp 
0* 19.65 19.43 19.65 19.43 25.79 25.42 25.79 25.42 
15 1.00 1.03 0.95 0.82 1.04 2.21 0.94 0.96 
30 1.87 1.71 1.70 2.73 1.58 1.72 1.46 2.32 
45 2.17 2.15 3.12 1.46 1.87 2.00 3.08 1.99 
60 2.75 3.29 1.36 0.95 1.70 2.83 1.91 1.66 
75 2.29 5.69 - - 1.66 3.28 - - 
Примітка: *) В даному рядку знаходяться відношення середніх значень параметрів 
А (Sγ) та В (Sα) до середнього початкового радіусу округлення (після заточування) 
 
 
Рис. 2.14. Схема зняття матеріалу при МАО кромок за прийнятою схемою (рис. 2.6) 
 
 
Рис. 2.15. Залежності середніх, мінімальних та максимальних значень зазубреності від 




зони. Тому в режимі натікання обробка велась без відновлювального елементу 
(рис. 2.6). Але разом з тим, це призводило меншої величини видаленого 
матеріалу (рис. 2.13). 
Базуючись на результатах проведеного аналізу в розділі 1 та в даному 
розділі можна зробити припущення, що при даній схемі обробки (рис. 2.6) 
зняття матеріалу в основному у трьох зонах за такою спрощеною схемою [21, 
27, 36] (рис. 2.14): 
- вершини різальної кромки площею S1 в основному за рахунок первинного 
потоку [35] під кутом атаки ξ (χ) до оброблюваної грані; 
- вздовж оброблюваної грані під дією двох потоків: первинного під кутом 
атаки ξ (χ) та вторинного [94] вздовж грані, що наростає при русі в напрямку 
кромки, з ущільненням в зоні кромки.  Про адекватність цього припущення 
говорить форма поперечного перерізу обробленої грані – поступове збільшення 
площі S2 при русі до кромки; 
- за вершиною різальної кромки площею S3 за рахунок вторинних потоків 
та збурень [94]. 
Максимальні значення зазубреності кромки до МАО одного порядку з 
початковими радіусами округлення кромок (табл. Б.1, рис. 2.15) та з 
розрахунковими радіусами округлення для стальних зразків №№ 4, 5, у яких 
грань А має підвищену шорсткість (табл. 2.2). Після МАО ці зразки мають 
значення параметрів зазубреності, близькі до інших зразків, у яких шорсткість 
грані А була значно нижча. Цей результат, на нашу думку, підтверджує 
допущення про те, що при значній висоті мікронерівностей оброблюваної 
поверхні зерно опирається на вершини мікронерівностей своїми 
макровиступами і виконує різання мікровиступами зерен (див. розділ 1). 
2.7. Порівняння фактичної геометрії кромки з виміряною на 
MicroCAD premium 
Порівняння фотографій кромок, отриманих на електронному мікроскопі 
(рис. 2.16) з профілем, отриманим за допомогою оптичного приладу MicroCAD 
premium (рис. 2.8) дозволяє зробити висновок, що після заточування насправді 
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немає ніякого радіусу округлення. Те, що при 250-кратному збільшенні нагадує 
округлену форму, при 1000-кратному збільшенні є кривою випадкової форми, 
що отримана перетином двох шорстких поверхонь. Це підтверджує висновки, 
зроблені в роботах [7, 158, 182, 198, 200]. 
Після МАО, якщо порівняти рис. Б.1, ж, та рис. 2.16, радіусів округлення 
на фото немає – кромка є перетином криволінійної обробленої поверхні з 
необробленою плоскою (рис. 2.17). Утворений кут є тупим (близько 135°) і 
програмне забезпечення ODSCAD вписало в цей кут доволі великий радіус 
(рис. Б.1, ж), середня величина якого складає 33.7 мкм при невеликих розкиді 
(r = 27.6÷39.5 мкм) і величині зазубреності (Rtcp = 1.5 мкм; Rt = 0÷6.9 мкм. 
  
Рис. 2.16. Фото кромки зразка із бронзи до МАО (після заточування) 
 
Рис. 2.17. Фото кромки зразків після МАО в режимі натікання (𝛏=45°) 
Аналогічні результати отримані на бронзових і стальних зразках при інших 
кутах нахилу. Після порівняння з рис. Б.1ж та Б.2 ж, потрібно зазначити, що 
результати є подібними, з врахуванням того, що фото робились на початку та 
кінці кромки, а дослідження на установці MikroCAD - в середній частині кромки. 
В цій частині форма кромки аналогічна іншим зразкам (стальним і бронзовим, 
рис. Б.1, Б.2). При цьому середня величина радіусу складає 11.4 мкм (найбільший 
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в режимі натікання) при порівняно значному розкиді (r = 7.7÷24.9 мкм) і 
незначній зазубреності (Rtcp = 1.2 мкм; Rt = 0÷5.8 мкм. 
Отримані результати погоджуються не тільки з результатами, 
отриманими в роботі при обробці твердосплавних пластин[45], але і з 
результатами дослідження процесу формування кромок лопаток ГТД в роботах 
[95, 136]
2
. При малих швидкостях переміщення лопатки перед її передньою 
кромкою переміщується порція порошку у вигляді віялоподібного ущільнення, 
що запобігає контакту деталі з іншими порціями МАІ. Обробка при цьому або 
взагалі не відбувається, або відбувається дуже повільно (за рахунок частинок 
МАП, що відриваються від ущільнення). При перевищенні граничного 
значення швидкості відбувається зрив ущільнення з передньої кромки і активна 
обробка. При значних кутах розвороту зрив відбувався тільки з однієї сторони 
лопатки, друга ж сторона залишалася надійно прикритої. Тому заокруглення 
кромки відбувалося тільки з однієї сторони лопатки. При цьому форма та 
положення видаленої ділянки відповідає максимальному куту розвороту лопатки. 
2.8. Порівняння розмірів стружки з величинами радіусів 
округлення та з глибиною заглиблення абразивних зерен МАП 
Для уточнення моделі механізму формування кромки та допущень щодо 
довжини різання при розробці кінематико-геометричної моделі формування 
кромок необхідно виміряти розміри стружки і порівняти з величинами радіусів 
округлення, які отримують при МАО. Як було зазначено (див. розділ 1) в роботі 
[148] після обробки немагнітного матеріалу (бронза) осколковими МАП 
(зернистість 630/400) нерівновісним СП–17 та рівновісним ФЕРОМАП було 
виділено мікростружку і лусочки матеріалу. 
Після повторного фотографування і вимірювання виділеної стружки (рис. 
2.18) встановлено, що товщина стружки та лусочок складає 9÷16 мкм (поз. 1-3), 
ширина 9÷44 мкм (поз. 1-5), довжина 160÷300 мкм. Два більших розміри 
лусочок (поз. 6 та 7) складають 70÷130 мкм. 
                                           
2
 Дивіться [95] розділ 6.2.2 " Дослідження впливу технологічних умов формування МАІ при 




Рис. 2.18. Мікростружка після МАО бронзи порошками СП–17 та ФЕРОМАП 
зернистістю 630/400 
Ці результати одного порядку з результатами, отриманими [134, 185], але 
за товщиною стружки на порядок більші ніж зазначені у [12, 129] та на порядок 
перевищують висоту мікронерівностей зерна порошку [98, 127, 151]. Тобто ці 
результати суперечать твердженню, що різання визначається 
мікрогеометричними характеристиками поверхні абразивних частинок 
(субмікровиступи), а не їх макрогеометрією [54, 127, 129]. Це може бути 
справедливим для початкової стадії (при великих значеннях висот шорсткості) і 
при малих силах нормальних складових сил різання. 
При довжині Lстр = 300 мкм та товщині h = 9 мкм стружки зрізується 
сегмент кола радіусом R = 1.25 мм. Тобто для максимального радіусу 
округлення Rср = 1.5 мм (для важко навантажених коліс з модулем m ≤ 5 мм 
табл. 1.3) можна прийняти допущення, що видалення елементу максимальної 
довжини (сегменту) при глибині заглиблення зерна МАП h = 9÷16 мкм 
виконується за один зріз. 









)sin(2 0max  ,  (2.1) 
при значенні 1Sk  дає результати (рис. 2.19) одного порядку з виміряною 
товщиною стружки 9÷16 мкм при МАО бронзи. 
Розраховані величини максимальних глибин заглиблення для бронзи одного 


















Рис. 2.19. Максимальні глибини заглиблення зерен порошку при МАО в кільцевій 
ванні в умовах великих робочих зазорів: а) бронза БрАЖ9-4 деформована, 𝛔𝛕 = 345 
МПа, коефіцієнт несучої здатності контактної поверхні c = 1; б) сталь 40Х загартована, 





1. Залежності відносної величини знімання матеріалу в околі кромки від 
кутів нахилу ξ оброблюваної поверхні (кутів атаки) мають явно виражені 
максимуми в діапазоні ξ = 30÷60°. Невідповідність розташування максимумів 
як для стальних, так і для бронзових зразків, оброблених в режимах стікання і 
натікання, є наслідком різних умов обробки. 
2. Встановлено, що форма поперечного перерізу різальної кромки є 
результатом зняття матеріалу в основному у трьох зонах: 
- біля вершини різальної кромки площею S1 в основному за рахунок 
ущільненого первинного потоку під кутом атаки ξ до оброблюваної грані; 
- вздовж оброблюваної грані площею S2 під дією двох потоків: 
первинного під кутом атаки ξ та вторинного вздовж грані, що наростає при русі 
в напрямку кромки, з ущільненням в зоні кромки. Про адекватність цього 
припущення говорить форма поперечного перерізу обробленої грані – 
поступове збільшення площі S2 при русі до кромки; 
- за вершиною різальної кромки площею S3 за рахунок вторинних потоків 
та збурень. 
3. Встановлено, що при розмірах виділеної після МАО стружки: довжині 
Lстр = 160÷300 мкм і товщині h = 9÷16 мкм та максимальних значеннях 
радіусів округлення кромок зубів Rср = 1.5 мм, доцільно прийняти допущення 
щодо видалення шару товщиною hmax за один прохід частинки МАП. 
4. Доведено, що для побудови кінематико-геометричної моделі 
формування кромки доцільно прийняти такі допущення: 
- оброблювана поверхня – гладкий напівпростір. Початкова форма 
кромки - теоретична крива, що утворена перетином спряжених поверхонь; 
- кути атаки на відстані, яка дорівнює величині зернистості порошку, 
мають ті ж величини, що і на кромці; 
− рух зерна вздовж кромки не приймає участі у формуванні кромки; 
- зерно виконує поступове врізання; 
- для визначення максимальної величини заглиблення частинки МАП в 
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оброблювану поверхню hmax доцільно скористатись залежністю (1.4); 
− форма кромки у нормальному перерізі до теоретичної лінії кромки в 
заданій точці залежить від відношення проекцій сумарної швидкості на 
нормаль та бінормаль (за оберт заготовки в русі основної кругової подачі) і 
утворюється як результат перетину траєкторій переміщення частинок порошку 




МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ КІНЕМАТИКИ ПРОЦЕСУ 
МАО ЗУБЧАСТИХ КОЛІС 
3.1. Загальні положення 
Математична модель кінематики процесу МАО зубчастих коліс 
складається із двох частин. Перша частина задає перетворення вхідних 
параметрів кінематики (початкове положення заготовки в робочій зоні 
магнітної системи, відносні рухи заготовки і МАП та швидкості цих рухів) у 
вихідні – кути атаки, під якими частинки МАП взаємодіють з оброблюваною 
поверхнею зуба, і є моделлю кінематики обробки робочих поверхонь зуба. 
Друга частина є кінематико-геометричною моделлю, яка пов’язує кути атаки 
з процесом видалення матеріалу зуба в околі кромки, і є моделлю кінематики 
обробки кромок зуба. Перша частина математичної моделі є адаптацією 
узагальненої моделі, розробленої в роботі [35]. Адаптація застосована до 
трьох схем МАО зубчастих циліндричних коліс: обробка між опозитно 
розташованими ПН, обробка в кільцевій ванні, обробка над кільцевою 
ванною. Перша схема є відомою схемою, застосованою, наприклад, у роботах 
[78, 100]. До цієї схеми доданий розворот заготовки в горизонтальній 
площині. Друга схема є спільною схемою обробки для деталей типу 
багатогранних непереточуваних твердосплавних пластин, осьових та 
кінцевих інструментів і т. ін., яка застосовувалась в роботі [35]. В даній 
моделі до цієї схеми додано рух осциляції заготовки вздовж осі заготовки, 
кінематично зв’язаний з її обертанням. Третя схема є новою, розробленою в 
ході виконання даної роботи. 
При викладенні математичної моделі кінематики МАО робочих 
поверхонь зубчастих коліс і подалі будуть застосовуватись основні 
кінематичні параметри обробки в умовах великих робочих зазорів та критерії 
оцінки ефективності, запропоновані і обґрунтовані в роботах [34, 35]: назви 
та позначення рухів (формотворчих, допоміжних, тощо) та їх швидкостей, 
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кути атаки χ, відносне відхилення кута атаки 
opt
R , відносний час активної 
обробки (відносний активний кут) t p , інтегральний критерій інтенсивності 
k еф . При застосуванні матричного апарату перетворення однорідних 
координат застосовуватиметься позначення загальних і часткових матриць 
перетворення, компактна форма запису формул, в яких членами є трьох- та 
чотирьохкомпонентні вектори, прийняті в зазначеній роботі. Як і в [35] 
поверхня описується у початковій системі координат ZYX 111 , яка є правою 
декартовою системою координат. Початок її знаходиться на осі симетрії 
робочих поверхонь полюсних наконечників на однаковій відстані від торців 
полюсних наконечників. Вісь 
1
Z  направлена вверх. Напрямок осей 
1
X  та 
1
Y  
відповідає правилу правої руки для правої систем координат. Інакше 
використовується система координат 000 ZYX , в якій поверхні описуються 
простими рівняннями. В потрібне початкове положення із системи 000 ZYX  в 
систему 111 ZYX  поверхні переводяться комбінацією операцій перетворення 
координат. 
3.2. Опис геометрії зуба колеса 
Евольвентна поверхня зубчастого колеса представляються як слід від 
руху евольвенти вздовж лінії зуба – відрізка прямої (для прямозубих коліс) 
або гвинтової лінії (для косозубих коліс). 
Для знаходження координат точок евольвентних поверхонь зуба 
виконана така послідовність дій: 
- визначаються координати точок лівої робочої поверхні зуба в 
вихідному положенні, тобто в системі координат 000 ZYX  (рис. 3.1, а) за 
параметричним рівнянням; 
    


















  (3.1) 
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де x  - кут профілю:     xtnx rzm  2cosarccos 1   [114, 142]; mn –
 модуль у нормальному перерізі; z1 – кількість зубів; αt = 20° - кут профілю 
(зачеплення) на основному колі в торцевому перерізі  )cos()(  tgarctgt 
;  xinv   - інволюта кута профілю   xxx tginv   )( ; β – кут нахилу 
гвинтової лінії зуба. Правостороння поверхня визначається за рівнянням: 
    


















  (3.2) 




































































xpr .  (3.3) 
- для визначення координат точок робочих поверхонь зуба в системі 
координат 111 ZYX  ліву евольвенту (рис. 3.1, а) повернемо на кут b  навколо 
осі 00ZO , а праву евольвенту повернемо на кут b  навколо осі 00ZO . 
  
а)      б) 
Рис. 3.1. Розрахунок робочих поверхонь зуба циліндричного колеса: а) розрахункова 
схема; б) результат розрахунку (mn = 5 мм; z = 18; 𝛃 = 15°) 




      ttnknb invdtgmxm   442 ,  (3.4) 
де d – діаметр ділильного кола; kx  - коефіцієнт зміщення. 
Для косозубного колеса поворот моделюється множенням 
чотирьохкомпонентного вектора-стовпчика координати точок лівої та правої 
















bZxpr ,)(, 01   ,  (3.5) 
де  xt rh  - параметр гвинтової лінії зуба   )ctg( xxt rrh . 
Подальші викладки будемо проводити без ділення на праву і ліву 
сторони зуба – вони будуть стосуватись обох сторін. 
Вектори нормалі PtN

 до поверхні зуба в заданих точках визначаються 

































































































,  (3.6) 
де індекси X, Y, Z означають відповідні складові вектора-стовпчика. 
Вектор дотичної PtT

 до евольвенти в перерізі, паралельному торцям, 

























































 до вибраної в тих же точках як подвійний 

















































































































































.  (3.8) 





 та бінормалей B

: 
      313131 pRTT

 ; 
      313131 pRNN

 ; 




3.3. Кінематика МАО коліс між протилежно розташованими 
полюсами 
Початок 0O  правої декартової системи координат 000 ZYX  (в якій 
описуються права та ліва евольвенти (рис. 3.1) вибираємо на осі шпинделя на 
відстані 2BПН  від торця вінця колеса (рис. 3.2, а), де ВПН – ширина ПН. Її 
вісь 0X  направлена вздовж осі шпинделя зліва направо (з точки зору 
оператора), вісь 0Y  направлена "від оператора". Напрямок осі 0Z  відповідає 
правилу правої руки для правої систем координат. 
Як було зазначено, рівняння робочих поверхонь зуба описуються в 
системі координат 000 ZYX . Загальна матриця переходу із системи координат 













MRMRT  ,  (3.10) 
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де 90orig  - вихідне положення оброблюваного зуба в МС; 
c  - центральний кут сектора поперечного перерізу робочої зони МС, 
заповненого МП; 
  
а)       б) 
Рис. 3.2. Схема установки колеса в робоче положення в МС та системи координат: 
а) положення колеса в робочій зоні (при описі геометрії); б) колесо в робочому 
положенні 
Робочим положенням зубчастого колеса є положення оброблюваної 
деталі вздовж лінії шпинделя в класичних схемах обробки деталей між 
протилежно розташованими полюсними наконечниками [12, 78, 100, 129]. 
При моделюванні кінематики оброблювана деталь виконує такі робочі 
та установчі рухи (рис. 3.2, б):  
- головний рух з кутовою швидкістю ωР - поворот на кут φ навколо 
власної осі; 
- установчий рух розвороту на кут α навколо осі Z3, що 
перпендикулярна осі обертання Z1; 
- рух осциляції на величину AO вздовж осі X4 зі швидкістю VO. 
Налагоджувальні рухи вздовж та впоперек осі шпинделя до уваги не 
приймаються, оскільки на кінематичні параметри впливу в даному випадку 
не мають. 
Загальна матриця переходу із системи 111 ZYX  в систему 444 ZYX : 
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     )()(0,0,41  ZYZXO MRMRMRAMTMRT  ,  (3.11) 
де ξ = 90° - кут нахилу навколо осі 0Y  для суміщення осі колеса з віссю 
шпинделя верстата. 
Або, як варіант: 
     YXZXO MRMRMRAMTMRT  )()(0,0,41 .  (3.12) 
У (3.11) та (3.12) MT – матриця переміщення на величини tX, tY, tZ вздовж 
осей координат (див. Додаток Б);   )sin(   двхOXO nAA  - величина 












  за оберт колеса в русі головного руху. 
Швидкість головного руху визначається у системі координат 111 ZYX  за 
виразом: 









   pPP RMRTV

   (3.13) 
Координата кінця фіксованого вектора [4, 120] швидкості головного 
руху: 
      313131 pPP RVV

   (3.14) 
Сумарна швидкість різання в системі координат 444 ZYX  дорівнює: 
















    (3.15) 
Нормаль до поверхні PtN

 в системі координат 444 ZYX  дорівнює: 














   .  (3.16) 
Кут атаки χ визначаються за виразом: 
   





























   (3.17) 
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3.4. Кінематика МАО з застосуванням кільцевої ванни 
3.4.1. Кінематика обробки в кільцевій ванні 
Зубчасті колеса, зовнішній діаметр яких не перевищує мм4030 ad  
обробляються у кільцевій ванні, коли заготовку розміщують повністю у 
робочій зоні магнітної системи (рис. 3.3). Колесо в робочій зоні розміщують 
таким чином, щоб його вісь лежала в площині дотичній до серединного 
циліндру кільцевої ванни (або в площині паралельній останній) і мала певний 
нахил під кутом   до вектора швидкості головного руху (обертальному руху 
навколо осі кільцевої ванни). Колеса повинні здійснювати наступні рухи: 
- обертання колеса навколо власної осі зі швидкістю S

 - рух кругової 
подачі; 
- зворотно-поступальний рух вздовж осі колеса зі швидкістю OV

 - рух 
осциляції; 
- поворот на кут   в площині дотичній до серединного циліндру 
кільцевої ванни – установчий рух; 
- додатковий обертальний рух a

 навколо проекції осі "кільцевої 
ванни" на площину, дотичну до її серединного циліндра – рух додаткової 
кругової подачі; 
- переміщення TX вздовж осі X в площині дотичній до серединного 
циліндру кільцевої ванни – установчий рух; 
- переміщення TZ вздовж осі кільцевої ванни для занурення колеса у 
робочу зону – рух врізання; 
- обертання ротора навколо осі кільцевої ванни зі швидкістю 
P

 - головний рух різання. 
Таким чином сумарна швидкість різання будь-якої точки евольвентної 
поверхні при даній схемі МАО складається із чотирьох складових: швидкості 
головного руху вздовж кільцевої ванни PV

, швидкості кругової подачі SV

, 
швидкості додаткової кругової подачі aV






Вихідним положенням колеса є його положення з вертикальним 
розташуванням осі 1Z  (рис. 3.3, а). Початок 1O  системи координат 111 ZYX  
розташований на перетині осі колеса і площини симетрії, яка паралельна 
його торцям. При цьому площина 111 YOX  співпадає з серединною площиною 
робочої зони магнітної системи, що паралельна торцям полюсних 
наконечників і знаходиться на відстані 2pnH  від них. Вісь 1Y  направлена до 
осі "кільцевої ванни". 
 
Рис. 3.3. Системи координат роторного верстата на базі магнітної системи типу 
"кільцева ванна" при обробці зубчастих коліс: а) вихідна система координат опису 
геометрії евольвенти; б) робоча система координат; в) схема визначення 
Для визначення положення поверхонь колеса в його обертальному русі 
навколо осі з кутовою швидкістю S  використовується система координат 
222 ZYX , в якій система координат 111 ZYX  повернута навколо осі 2Z  на кут φ. 
Для визначення координат точок поверхонь колеса у русі осциляції 
використовується система координат 333 ZYX . Для визначення координат 
точок поверхонь колеса після його установки у робоче положення під кутом 
 , використовується система координат 444 ZYX , в якій система координат 
333 ZYX  повернута навколо осі 4Y  на кут   (рис. 3.3, б). Для визначення 
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положення поверхонь колеса в русі додаткової кругової подачі навколо осі, 
що має початок в центрі ділильного кола серединної площини і паралельна 
осі кільцевої ванни, з кутовою швидкістю a  використовується система 
координат 555 ZYX , в якій система координат 444 ZYX  повернута на кут   
навколо осі 5Z . Тут і надалі серединна площина - площина, яка паралельна 
торцям зубчастого вінця і знаходиться на однаковій відстані від них. 
Початок 6O  системи координат 666 ZYX , яка описує робоче положення 
колеса в кільцевій ванні, знаходиться на осі кільцевої ванни на відстані 
2pnH  від нижнього або верхнього торця кільцевої ванни (співпадає з 
площиною 111 YOX ). Вісь 6Z  співпадає з віссю кільцевої ванни і направлена 
вверх. Напрямок осей 6X  та 6Y  відповідає правилу правої руки. Величина 
зміщення YT  визначається як 2kvY DT   (рис. 3.3, б). 
Загальна матриця переходу із системи 111 ZYX  в систему 666 ZYX : 
      
ZOZYZZYX
AMTMRMRMRTTTMTMRT ,0,0)())((,,61  .  (3.18) 
де   )sin(   двхOZO nAA  - переміщення в русі осциляції; 
   POOдвх AVn    - кількість подвійних ходів за оберт колеса в русі 
кругової подачі;    Sa    - залежність, що визначена із виразів 
St    та at   , t - час. 
Швидкості кругової SV

 і додаткової кругової aV

 подач, швидкість 
осциляції OV

 та швидкість головного руху PV

 визначаються у системі 
координат 666 ZYX  за виразами: 










































    ; (3.19) 











































    ; (3.20) 
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   ; (3.21) 









   pPP RMRTV

   (3.22) 
де часткові матриці перетворення: 
  
ZO
AMTMRT ,0,021  ; (3.23) 
    
ZOZYZ
AMTMRMRMRMRT ,0,0)())((51  ; (3.24) 
    )())((,,062  ZYZZY MRMRMRTTMTMRT  ; (3.25) 
 ZY TTMTMRT ,,065  . (3.26) 
Радіус-вектор поточної точки робочої поверхні зуба в системі 
координат 666 ZYX : 









   pp RMRTR

. (3.27) 
Сумарна швидкість різання в системі координат 666 ZYX  дорівнює: 











 .  (3.28) 
Нормаль до поверхні PtN

 в системі координат 666 ZYX  дорівнює: 














   .  (3.29) 
Кут атаки χ визначаються за виразом: 
   





























   (3.30) 
3.4.2. Кінематика обробки над кільцевою ванною 
Обмеження на максимальний діаметр оброблюваного колеса при 
обробці в кільцевій ванні обумовлене обмеженням на ширину робочої зони 
магнітної системи (величину повітряного зазору) з точки зору допустимих 
енерговитрат на підтримання заданої величини магнітної індукції при заданих 
матеріалах магнітопроводу, використовуваних МАП, і т. ін. Для обробки 
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циліндричних зубчастих коліс з зовнішнім діаметром зубів da ≤ 200 мм 
розроблена схема МАО з застосуванням кільцевої ванни з торцевим 
завантаженням [23, 31, 32]. На противагу способу обробки в кільцевій ванні 
(коли заготовка повністю розташовується в робочій зоні), розроблюваний 
спосіб обробки назвемо умовно "обробка над кільцевою ванною". Ця схема 
передбачає одночасну обробку тільки певного сектора зубчастого колеса 
(рис. 3.4) та певного збільшення ширини робочої зони кільцевої ванни при 
збереженні або незначному збільшенні непродуктивних втрат енергії. Для 
реалізації цієї схеми розроблені два варіанти магнітних систем: з проміжним 
феромагнітним тілом у робочій зоні та з двоконтурним магнітопроводом . 
Перша магнітна система дозволяє збільшити ширину робочої зони до 60 мм 
(при збереженні енерговитрат конструкції з шириною робочі зони 40 мм і 
забезпеченням величини магнітної індукції В≤0,5 Тл). Друга магнітна 
система дозволяє збільшити ширину робочої зони до 120 мм. 
Колеса повинні здійснювати наступні рухи (рис. 3.4): 
- обертання колеса навколо власної осі зі швидкістю S

 - рух кругової 
подачі; 
- обертовий коливальний рух на кут   відносно положення, при 
якому вісь колеса є горизонтальною (паралельна торцю кільцевої ванни), зі 
швидкістю k

 в площині, дотичній до серединного циліндру кільцевої ванни 
– рух першої додаткової кругової подачі; 
- додатковий коливальний рух a

 навколо проекції осі "кільцевої 
ванни" на площину, дотичну до її серединного циліндра, на кут   – рух 
другої додаткової кругової подачі; 
- переміщення TX вздовж осі X в площині дотичній до серединного 
циліндру кільцевої ванни – установчий рух; 
- переміщення TZ вздовж осі кільцевої ванни для занурення колеса у 
робочу зону – рух врізання; 
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- обертання ротора навколо осі кільцевої ванни зі швидкістю 
P

 - головний рух різання. 
Таким чином сумарна швидкість різання будь-якої точки евольвентної 
поверхні при даній схемі МАО складається із чотирьох складових: швидкості 
головного руху вздовж кільцевої ванни PV

, швидкості кругової подачі SV

, 





Системи координат в даній схемі обробки 000 ZYX  та 111 ZYX  
відповідають схемі обробки в кільцевій ванні. Система координат 111 ZYX  
використовується для опису геометрії колеса. Для визначення положення 
поверхонь колеса в його обертальному русі навколо власної осі з кутовою 
швидкістю S  (рух основної кругової подачі) використовується система 
координат 222 ZYX , відносно якої система 111 ZYX  повернута на кут φ навколо 
осі 2Z . Для визначення координат точок поверхонь колеса після його 
установки у робоче положення під кутом   90 , використовується 
система координат 333 ZYX , відносно якої система 222 ZYX  повернута 
відносно осі 3Z  на кут  . Для визначення положення поверхонь колеса в 
його обертальному русі навколо вертикальної осі, що ділить навпіл лінію 
зуба в її найнижчому положенні, і паралельна осі кільцевої ванни, з кутовою 
швидкістю a  використовується системи координат 444 ZYX . Система 
координат 333 ZYX  повернута відносно осі 4Z  системи координат 444 ZYX  на 
кут  . Для визначення положення поверхонь колеса після виконання 
зміщень XT , YT , ZT  призначена система координат 555 ZYX . 
Зміщення XT , YT  та ZT  колеса в системі координат 555 ZYX  
визначаються за залежностями: 
)cos(aX rT  ; 2cpY DT  ; )sin(2  fПНZ rHT . (3.31) 
Величина ZT  вибрана таким чином, щоб глибина занурення колеса в 
кільцеву ванну у перерізі колеса площиною рівновіддаленою від торців вінця 
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(серединний переріз) дорівнював висоті зуба. В цьому випадку оброблятись 
буде сегмент, хорда якого у серединному перерізі  222 зaaX hrrS  , де 
 
Рис. 3.4. Схема кінематики МАО зубчастих циліндричних коліс над кільцевою 
ванною 
зh  - величина занурення, що дорівнює висоті зуба. Центральний кут 
оброблюваного сегменту визначається виразом ])2(arcsin[2 fXc rS . Тоді 









Матриця переходу із системи координат 000 ZYX  в систему 111 ZYX : 
  )(9010 stZY MRMRMRT  ,  
Загальна матриця переходу із системи 111 ZYX  в систему 555 ZYX : 
    );()())(()(,),(51  ZYZZYX MRMRMRTTTMTMRT   (3.32) 
де   )sin(   Aдоп n  - кут повороту в русі першої додаткової кругової 
подачі, а An  - кількість коливань за оберт колеса в русі кругової подачі; 
  )sin(   Oдоп n  - кут повороту в русі другої додаткової кругової подачі, 
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а On  - кількість коливань за оберт колеса в русі кругової подачі. 
Швидкості кругової SV






швидкість головного руху PV

 визначаються у системі координат 555 ZYX  як: 










































    ; (3.33) 











































    ; (3.34) 








































   ; (3.35) 









   pPP RMRTV

   (3.36) 
де часткові матриці перетворення: 
)(21 origZMRMRT   ; (3.37) 
  )(9031 origZY MRMRMRT    (3.38) 
  )(90)(41 origZYZ MRMRMRMRT    (3.39) 
     90)()(,),(52 YZZYX MRMRTTTMTMRT ; (3.40) 
  )()(,),(53  ZZYX MRTTTMTMRT  ; (3.41) 
 )(,),(54  ZYX TTTMTMRT  . (3.42) 
Радіус-вектор поточної точки робочої поверхні зуба в системі 
координат 555 ZYX : 









   pp RMRTR

. (3.43) 
Сумарна швидкість різання в системі координат 555 ZYX  дорівнює: 











 .  (3.44) 
Нормаль до поверхні PtN

 в системі координат 555 ZYX  дорівнює: 
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       353540105135 pPtPt RNMRTMRTN

  .  (3.45) 
Кут атаки χ визначаються за виразом: 
   





























   (3.46) 
3.5. Кінематико-геометрична модель формування кромок 
Для створення моделі руху частинки абразиву в околі поточної точки 
на кромці використаємо натуральний тригранник (натуральну систему 
координат). Натуральна система координат [19] – це рухома система вздовж 
заданої траєкторії (кривої), у якої початок знаходиться у рухомій точці, а осі 
співпадають з дотичною, головною нормаллю та бінормаллю (рис. 3.5). 
 
Рис. 3.5. Натуральна система координат, в якій рухається частинка МАП в околі 
поточної точки різальної кромки 
Дотична (з одиничним вектором τ) спрямована по дотичній в 
позитивному напрямку відліку дугової координати. Головна нормаль (n) 
спрямована в бік угнутості траєкторії (в загальному випадку) і утворює разом 
з дотичною τ дотичну площину. Бінормаль (b) спрямована перпендикулярно 
дотичній і головній нормалі так, що орти τ, n і b утворюють праву систему 
координат. Головна нормаль і бінормаль утворюють нормальну площину, 
бінормаль і дотична - спрямну. Оскільки кромки робочої поверхні зубчастого 
колеса лежать в площині торця, то напрямок бінормалі буде мати природний 
напрямок – додатний при 0z  і від’ємний при 0z . Відповідно до 
прийнятого допущення, що рух зерна вздовж теоретичної лінії кромки не 
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приймає участі у формуванні кромки, то модель створення кромки в околі 
заданої точки можна розглядати у нормальній площині в системі координат, 





Рис. 3.6. Схема утворення поперечного профілю кромки у заданій точці евольвенти 
при z = −b/2(b – ширина вінця колеса): а) загальна схема; б) схема формування 
стартових точок траєкторій частинок 
Базуючись на розробленій в розділі 2 спрощеній схемі формування 
кромки при МАО в умовах великих робочих зазорів і приймаючи до уваги 
тільки дію первинного потоку [35] під кутом атаки χ до оброблюваної грані, 
при розробці моделі формування кромки прийняті такі допущення [27]: 
− рух зерна вздовж кромки не приймає участі у формуванні кромки; 
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- кути атаки на відстані, яка дорівнює величині зернистості порошку, 
мають ті ж величини, що і на кромці (радіус кромки менший, ніж розмір 
частинки МАП); 
- частинки МАП, що рухаються під додатним кутом атаки до 
оброблюваної поверхні по прямій, яка має одну точку перетину з контуром 
перетину спряжених кромці поверхонь нормальною площиною, матеріал не 
знімають і у формуванні кромки участі не приймають; 
- у формуванні кромки приймають участь ті частинки, що рухаються 
під від’ємним або додатним кутом атаки до оброблюваної поверхні по 
прямій, яка має дві точки перетину з контуром, утворений перетином 
спряжених кромці поверхонь нормальною площиною. Ця пряма проходить 
на відстані maxhh   від тієї вершини, при зрізуванні якої утворюється фігура 
з габаритом, перпендикулярним зазначеній прямій і величиною, що дорівнює 
величині максимального заглиблення maxh  зерна в матеріал при поточному 
куті атаки. 
− форма кромки у нормальному перерізі до теоретичної лінії кромки в 
заданій точці залежить від відношень проекцій сумарної швидкості на 
нормаль та бінормаль (за оберт заготовки в русі основної кругової подачі) і 
утворюється як ломана в результаті перетину траєкторій переміщення 
частинок порошку під кутами атаки, заглиблених в оброблювану поверхню 
на величну hmax. 
В роботі [73] в якості інформаційних критеріїв, що характеризують 
взаємодію сукупності абразивних частинок з оброблюваною поверхнею, на 
основі ймовірносно-статистичного методу і результатів досліджень взаємодії 
одиничних моделей–інденторів з оброблюваною поверхнею визначені 
ймовірність різання резР  і ймовірність тертя трР  та відношення нормальних 
ZР  та тангенціальних YР  сил в залежності від цих ймовірностей. 
Встановлено що для швидкостей 1÷2 м/с становить 35.032.0PP YZ  і 
зменшується при зростанні зернистості порошку. Приймемо співвідношення 
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нормальної і тангенціальної складових як обмежувальний фактор при 
формуванні кромок 3.0VV   NB . 
Формування кромки під час МАО згідно розробленої моделі проходить 
наступним чином [27]: 
1. Обчислюється максимальна глибина заглиблення частинки порошку 
в оброблювану поверхню за залежністю (2.1). 
2. Розкладається вектор сумарної швидкості V

 частинки порошку за 
базисом  nb 

,, , де nb








 у робочій зоні магнітної системи. 
2.1. Шукане розкладання вектора має вигляд [4]: 
nb

 V . 
2.2. Це векторне рівняння щодо  ,,  еквівалентне системі трьох 

























2.3. Вирішуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь (3.47) щодо 
змінних  ,,  і таким чином визначаємо коефіцієнти розкладання вектора 
V

 по векторах nb

,, . 
3. Знаходимо проекцію сумарної швидкості на координатну площину 
YX0  YX ee

0 (рис. 3.6, а) за виразом: 
0 ZYXxy eeeV

 , (3.48) 
де ZYX eee

,,  − одиничні орти системи координат XYZ . 
4. Розраховується кут χbn між проекцією xyV

 та віссю X (проекція кута 
атаки χ на площину X0Y (b0n) та кут χbnП між віссю X та перпендикуляром 




































arctg . (3.49) 
5. Виконання зрізу. 
5.1. Вибирається вершина для зрізання. Для першого різу під кутом Χ1 
– це точка з координатами 0, 0 (рис. 3.6, а). Для наступних зрізів – це одна із 
вершин ломаної, що утворена попередніми зрізами. Вершини ломаної 
утворюються перетином прямої, що проходить через стартову точку 
iSt
T  під 
кутом 
ibn
  (рис. 3.6, б), з лініями Y = 0 або X = 0 (наприклад, точки Tp1,1, 
Tp1,2), або з лініями (відрізками) попереднього зрізу (наприклад, точка Трi,1). 
Кожен наступний зріз може зрізати одну, або навіть всі попередні вершини. 
Це залежить від проекції 
ibn
  кута χi та від глибини заглиблення ihmax . 
5.1.1. Через першу вершину проводиться пряма під кутом 
ibn
 : 
bkxy  , (3.50) 
де  
ibn
tgk  ;    
YiXi
TpTpkb 1,1,  . 
Запам’ятовується номер вершини у змінній vertN . 
5.1.2. За рівнянням (3.50) розраховується значення y при  
Xi
Tpx   для 
кожної із наявних вершин (наприклад, 3,2,1, ,, iii TpТpTp ). Якщо 
    
YjiXji
TpTpy ,,   (лінія проходить нижче наступної вершини), то 
вибираємо наступну вершину 1, jiTp  для проведення прямої під поточним 
кутом 
ibn
  (змінюємо значення вільного члена у (3.50) на 
   
YjiXji
TpTpkb 1,1,   ) і запам'ятовуємо номер вершини. В 
противному разі номер вершини у vertN  не змінюється. 
5.13. Після перегляду всіх наявних вершин у vertN  залишиться номер 
вершини, яка лежить вище всіх вершин при даному куті 
ibn
 . 




XYTpT  , (3.51) 
де XY  - зміщення стартової точки лінії зрізу відносно вибраної вершини, 
значення яких визначаються за виразами: 
  )cos()( max ibnПiXi hzsignXY  ; 
(3.52) 
  )sin()( max ibnПiYi hzsignXY  , 
0NeI  - індекси даних, при яких виконується зріз, або по-іншому, зміщення ∆X 
та ∆Y відносно стартової точки мають не нульові значення, враховуючи 
значення обмежувального фактору - співвідношення нормальної і 
тангенціальної складових проекцій сумарної швидкості на площину b0n 
(X0Y) nb  VV ; z – координата поточної кромки. 




 проводиться лінія різу, рівняння якої 
задається через коефіцієнти A1, B1, C1: 
0111  CyBxA , (3.53) 






xy VVA  ; 11 B ;    YjistXjist TTAC ,,11  . 
5.4. Знаходження точок перетину прямої різу з відрізками ломаної, 
координати вершин якої знаходяться у списку та з осями X та Y. 
Рівняння прямої що проходить через дві вершини jiTp ,  та 1, jiTp : 
0222  CyBxA , (3.54) 
де 
   













 ; 12 B ;    YjiXji TpTpAC ,,22  . 
















 . (3.55) 
Якщо знайдені точки перетину знаходяться між вершинами існуючої 
ломаної (    
YjiYYji
TpTpTp 1,,   або    YjiYYji TpTpTp 1,,  ), то 
знайдені точки перетину заносяться у список вершин. 
Для кожної лінії різу знаходяться точки перетину з осями X та Y 
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 ;   01, YiTp ;   0, XmiTp ;   1, CTp Ymi  . (3.56) 
де j = m – останній номер точки для поточного різу. 
Потім переглядається весь список вершин і, якщо отримані точки 
перетину з осями є крайніми, то вони заносяться у список вершин. 
6. Виключення із списку вершин всіх вершин, що лежать нижче лінії 
зрізу, і вершини, що зрізується. 
Для цього за рівнянням (3.50) для лінії різу при 1Ak   та 1Cb   
знаходимо значення ординати для кожної вершини при  
Xji
Tpx ,  і, якщо 
вона лежить вище лінії різу, то така вершина вилучаться із списку – на місце 
значень її координат записуються нульові значення. 
7. Далі виконується ущільнення списку вершин – із нього вилучаються 
нульові значення. Після цього список вершин сортується за зростанням 
абсциси (або ординати – все рівно ломана є випуклою). 
8. Виконується розширення списку вершин на одну вершину. Значення 
координат додаткової вершини вибирається таким чином, щоб відстані від 
початку координат до першої та останньої вершин були однаковими. Такою 
вершиною на рис. 3.6, а, є точка з координатами   0,)( 11 Yn PtzsignPt  . 
В іншому разі це може бути точка   Xnn PtzsignPt  )(1,01 . Якщо ця 
вершина лежить на осі X, то в залежності від знака абсциси вона дописується 
на початок списку (   01  XnPtsign ), або в кінець списку (   01  XnPtsign ). 
Якщо ж вершина лежить на осі Y, то вона дописується в кінець списку. 
9. Розраховується радіус дуги ідеальної кромки за виразом: 
   21
2
1 YnXn
PtPtR   . (3.57) 
10. Для зручності аналізу і візуального контролю масив координат 
ломаної переводиться із третього (для 0)( zsign ) або четвертого (для 
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0)( zsign ) квадрантів у перший квадрант координатної площини за 
виразами: 
   
XiXi
Пр PtRPt  ,    YiYiПр PtRPt  , при 0)( zsign ;  
(3.58) 
   
XiXi
Пр PtRPt  ,    YiYiПр PtRPt  , при 0)( zsign .  
Як було зазначено в розділі 1, недоліком алгоритму визначення 
параметрів форми кромки, запропонованого в роботі [118] є те, що 
"фактичний" радіус округлення, розрахований за ним, є більшим ніж 
середньоквадратична довжин X і Y обробленої зони в околі кромки. Крім 
того, при зменшенні фактичної висоти сегмента h радіус r буде 
збільшуватись при тих же значеннях величин X і Y. 
Недоліком форм-фактору Κ є те, що він надає відносно точну 
інформацію про симетричність форми кромки, а про фактичні відхилення від 
дуги кола – ні. 
Тому, для оцінки якості форми округленої кромки вибираються два 
показники: 
− максимальне відхилення форми кромки від дуги ідеального кола з 
радіусом R. Значення цього параметра дає інформацію про величину 
відхилення, а знак – про форму кромки; 
− середнє відхилення форми кромки від дуги ідеального кола з 
радіусом R – уточнює інформацію про форму кромки. 
Розраховується максимальне відхилення форми кромки від дуги 








R R ,  (3.59) 
де  nniR rrrrr   ,,,,, 121  - множина n відхилень сформованого 
контуру від дуги ідеального кола радіусом R, Rrr ii  . Значення n 
вибирається в залежності від потрібної точності обчислення величини 
maxR .  
Максимально можливе відхилення кромки має місце, коли округлення 











R .  (3.60) 
Коли зріз виконаний по діагоналі квадрата зі стороною R - від точки Pt1 









R .  
 
Якщо прийняти величину (3.60) за одиницю, то отримаємо 
максимальне відхилення форми кромки в безрозмірному вигляді – 
00.1
maxmax
R  та 71.0
minmax
R  відповідно. 
В результаті попередніх розрахунків за алгоритмом згідно пп. 1-8, 
мінімальна кількість вершин, що може утворитись за цикл обробки (в 
результаті повних обертів заготовки в рухах основної і додаткових кругових 
подач), може дорівнювати 2vertN . І це будуть точки, що лежать на осях 
координат. Обчислення величини 
maxR  в цьому випадку дасть значення 0, 
тобто похибка буде дорівнювати 71.0
minmax
 R . В загальному випадку 
розрахунок величини 
maxR  за кількістю вершин дасть похибку, 
максимальна величина якої дорівнює 00.1
maxmax
 R . Значення 
мінімальної похибки залежить від кількості вершин в контурі кромки. Тому 
для збільшення точності розрахунку величини 
maxR  потрібно виконати 
інтерполяцію отриманої ломаної і перерахувати її значення з інтервалом 
зміни незалежної змінної, достатньо малим для прийнятої точності. Але 
використання стандартних функцій інтерполяції, наприклад в Mathcad, навіть 
при переході у полярну систему координат, дає значні похибки на 
горизонтальних або вертикальних ділянках ломаної. 
Тому розроблено власний алгоритм інтерполяції ломаної із 
застосуванням полярних координат. Він полягає у наступному. 
1. Задається кутовий крок ∆ϕ зміни незалежної змінної ϕ (рис. 3.6, а). 
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2. Визначається тип ділянки ломаної: горизонтальна, вертикальна чи 
нахилена і ознака типу запам’ятовується у масиві, індекс кожного елементу 
якого відповідає номеру ділянки ломаної. 
3. За кожної зміни кута i  (незалежної змінної) визначається до якого 
типу ділянки відноситься поточна точка і для визначення радіусу точки 
   22
YiXii
ptptr   викликається відповідна функція: 
- для горизонтальної ділянки 
   
YnYi
Ptpt  ; 
     iYnXi tgPtpt  , якщо 0i ; 
  0
Xi
pt , якщо 
90i ; 
 (3.61) 
- для вертикальної ділянки 
     iXnYi tgPtpt  ;  (3.62) 
- для нахиленої ділянки за залежністю (3.55), коефіцієнти якої 
визначаються наступним чином: 
)(1 itgA  ; 11 B ; 01 C ; 
   













 ; 12 B ;    YiXi PtPtAC  22 . 
 (3.63) 
3.6. Вибір параметрів розрахунку та інтерпретація результатів 
Основним параметром, що впливає на точність розрахунку вихідних 
кінематичних параметрів є крок зміни кута φ - ∆φ. Малий крок збільшує 
точність, але вимагає більше оперативної пам’яті і сповільнює розрахунки. 
Великий – зменшує точність розрахунку, тим більше, що згідно залежності 
   Sa    крок зміни кута α може збільшуватись в Sa   раз (при 
Sa   ). На точність розрахунку кутів атаки величина ∆φ не впливає, а на 
точність інтегрального критерію та його складових впливає мало: при зміні 




На рис. В.1 представлені результати розрахунку радіусів округлення та 
відхилень при різних значеннях ∆φ і ∆α та співвідношеннях нормальної і 
тангенціальної складових  . 
За відсутності обмеження співвідношення нормальної і тангенціальної 
складових   і достатньо малому кроці ∆φ = 2° (рис. В.1, а, б) характер 
залежностей радіусів округлення R та відхилень радіусів 𝛿Rмакс, 𝛿Rмін та 𝛿Rср 
від кута розвороту α є в основному плавним за виключенням двох значень 
кута розвороту α = 90° та α = 270°. При цих кутах розвороту наявні пікові 
значення радіусів округлення. При зміні значення   від 0 до 0.3 (рис. В.1, 
в-е) залежність радіусу округлення R від кута розвороту α трансформується 
до вигляду представленого (рис. В.1, д). При цьому при кутах розвороту α = 
90° та α = 270° радіуси мають нульові значення або близькі до нульових. 
Причиною трансформації є відсікання за допомогою параметра   ліній 
різу, які нахилені до оброблюваних поверхонь (евольвентної та торцевої 
плоскої) під кутами    arctgBbn  та    arctgTbn 90  
(рис. 3.7 та рис. В.2). Стрибкоподібний характер залежностей радіусів та їх 
відхилень пов’язаний з характером зміни проекцій кутів атаки на площину 
b0n (рис. 3.7) та обмеженнями    arctgBbn , 
   arctgTbn 90  і зберігається не зважаючи на зменшення кроків 
кутів α та φ. Фізично таким чином контролюється поява так званих 
"тіньових" зон. При переміщенні частинки МАП і до оброблюваних 
поверхонь під кутами атаки    arctgBbn  та 
   arctgTbn 90  складова переміщення, перпендикулярна кромці в 
заданій точці1, дорівнює нулю, і частинка МАП переноситься у впадині між 
зуба.  
Таким чином, наявність на залежності радіусу округлення R 
(відповідно і відхилень) від вхідного кінематичного параметру (кута 
розвороту, швидкостей кругової подачі, і т. ін.) говорить про те, що при цих 
                                           
1
 Складова переміщення, умовно говорячи, "вздовж лінії зуба". 
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значеннях параметру наявна "тіньова зона" і обробка кромки не відбувається. 
Зменшення кроків зміни кутів α та φ дозволяє отримати більш точні 
дані і збільшує плавність кривих (рис. В.1). Наприклад, зменшення кроку 
кута ∆φ з 15° до 5 змінює точність обчислення значення радіусу округлення 
від 0.1 до кількох мікрометрів. 
Кутовий крок зміни кутів поворотів в рухах кругових подач заготовки 
визначений з врахуваннях зернистості частинок порошку, його 






  ,  (3.63) 
де 33 смг1075.6 п , 
33 смг104.3 н  - пікнометрична та насипна 
густини для порошку зернистістю λ = 630/400 мкм порошку ПОЛІМАМ-Т 
(стор. 86 [95]). Для полюса зачеплення колеса з параметрами m = 1.25 мм, z1 
= 18 (rx = 11.25 мм) ∆φ ≈ 4.0°. Для розрахунків приймемо мінімальний крок 
∆φ = 5.0° (рис. В.1, ). Для колеса з параметрами m = 5 мм, z1 = 30 (rx = 75.00 
мм) ∆φ ≈ 0.58°. Для розрахунків приймемо крок ∆φ = 0.5°. Основним 
робочим кроком приймемо ∆φ = 15.0°. 
  
а)      б) 
Рис. 3.7. Залежності кутів атаки (χ) та їх проекцій на площину b0n (χbn) від кутового 
положення в русі основної кругової подачі (β = 0°; 𝛿h=0.5; 𝜉= 60°, ωS = +6ωР; ωa = 
−6ωР; ΤκΝ = 0.3): а) значення χbn взяті зі знаком; б) значення χbn взяті по модулю 
За необхідності уточнити характер залежності між сусідніми 
значеннями незалежної змінної (рис. В.1, м, н) залежність перераховується з 
більш дрібним кроком на потрібній ділянці (рис. В.1, р, с). 
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Приклади результатів розрахунку профілю кромки за розробленим 
алгоритмом представлені на рис. 3.8. За результатами аналізу залежностей 
відхилень (рис. 3.8, а) можна з певною точністю визначити форму кромки. Як 
уже зазначалось необроблена кромка має максимальне відхилення 𝛿Rmax = 
1.00. Близькі до цього значення має максимальне відхилення кромка з 
профілем представленим на рис. рис. 3.8, б, у якого 𝛿Rmax = 0.94. Профіль зі 
зрізаною під 45° вершиною має мінімальне відхилення 𝛿Rmin = −0.71 і 
близький до нього профіль представлений на рис. 3.8, в. Цим параметрам 
(або близьким до них) може відповідати профіль при куті розвороту α = 195° 
(рис. 3.8, а). Значні відхилення максимальних 𝛿Rмакс та мінімальних 𝛿Rмін 
значень від нуля вказують на форму кромки, близьку до фаски, яка 
несиметрична відносно бісектриси поперечного перерізу необробленої 
кромки (рис. 3.8, г, д). При 𝛿Rмакс > 0 співвідношення і |𝛿Rмакс| > |𝛿Rмін| вказує на 
те, що значна частина матеріалу за дугою не видалена (рис. 3.8, г), а |𝛿Rмакс| < 
|𝛿Rмін| на те, що під дугою видалена значна частина матеріалу (рис. 3.8, д). 
Форма кромки близька до дуги кола представлена на рис. 3.8, е. 
Середнє значення 𝛿Rcp = 0.0 говорить про те, що половина профілю (за 
площею) знаходиться над дугою, а половина під дугою. Невеликі значення 
максимального і мінімального відхилень (𝛿Rmax = 0.10, 𝛿Rmin = −0.11) 
говорить про близькість форми нормального поперечного перерізу кромки до 
дуги кола. Близькі цим параметрам має профіль при куті розвороту α = 75° (рис. 
3.8, а). Необроблену профіль може мати кромка при куті розвороту α = 225°. 
Необхідно зауважити, що різниця умов обробки на одній стороні зуба 
різних ділянок вздовж лінії зуба, яка виражається різницею значень 
інтегрального критерію інтенсивності, складає незначну величину – від 
кількох сотих до кількох десятих одиниці, в залежності від довжини лінії 
зуба. Досить суттєву різницю в умовах обробки мають права та ліва сторона 
зуба при одному і тому ж напрямку основної кругової подачі. На відміну від 
умов обробки поверхні, умови обробки кромок на одній стороні зуба, але на 




   
 а)       б) 
  
 в)       г) 
   
 д)       е) 
Рис. 3.8. Результат розрахунку кромки при обробці колеса в кільцевій ванні 
(∆𝛟 = 5°): а) відхилення радіусів; б) – г) профілі кромки; б) 𝛅max = 0.94, 𝛅min = 
−1.25∙10-5, 𝛅cp = 0.28; в) 𝛅max = 0.00, 𝛅min = −0.70, 𝛅cp = −0.48; г) 𝛅max = 0.53, 𝛅min = 0.09, 




формування кромок потрібно досліджувати на чотирьох торцевих кромках 
зуба. 
Пошук режимів обробки, які забезпечують найкраще округлення 
кромки, виконується за залежностями максимального відхилення форми 
кромки від дуги ідеального кола 
maxR  від вхідних кінематичних параметрів 
(швидкостей кругових подач, кутів нахилу та розвороту. тощо), при цьому 
повинні виконуватись одночасно три умови: 
|𝛿Rcp| ≤ Δср; |R𝛿| ≤ ΔΔ; R𝛿≠0;  (3.64) 
де R𝛿 = 𝛿Rmax−𝛿Rmin – розмах відхилень при поточних значеннях вхідних 
кінематичних параметрів; ΔΔ та Δср – задані максимальні значення розмаху 
відхилень та середніх відхилень. 
Розроблені математичні моделі кінематики МАО зубчастих коліс 
призначені для порівняльного аналізу кінематики процесу обробки з різними 
вхідними параметрами і вибору останніх при розробці технології МАО та 
при структурно-параметричному синтезі кінематики і компонувань верстатів 
за встановленими критеріями. 
Висновки 
1. З використанням узагальненої схеми об’ємної МАО 
складнопрофільних деталей вперше розроблені схеми для обробки 
циліндричних зубчастих коліс в кільцевій ванні і над кільцевою ванною. 
2. На основі узагальненої математичної моделі кінематики МАО в 
умовах великих робочих зазорів розроблені математичні моделі кінематики 
обробки циліндричних зубчастих коліс за схемами обробки: між протилежно 
розташованими полюсними наконечниками, в кільцевій ванні і над 
кільцевою ванною. Додатково введенні рухи: установчий рух розвороту 
заготовки - для схеми обробки між опозитними полюсними наконечниками; 
рух осциляції заготовки вздовж своєї осі, кінематично зв’язаного з рухом 
основної кругової подачі, - для схеми обробки в кільцевій ванні; рухи першої 
та другої додаткових кругових подач, що мають коливальний характер, і 
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кінематично зв’язаного з рухом основної кругової подачі, - для схеми 
обробки над кільцевою ванною. 
3. Вперше розроблена кінематико-геометрична модель процесу 
округлення кромок методом МАО в умовах великих робочих зазорів, яка 
полягає в наступному: форма кромки у нормальному перерізі до теоретичної 
лінії кромки в заданій точці утворюється як ломана в результаті перетину 
траєкторій переміщення частинок порошку під кутами атаки, заглиблених в 
оброблювану поверхню на величну hmax, при цьому мінімальні значення кутів 
атаки, при яких виконується видалення матеріалу в околі кромки, обмежені 
критичним співвідношенням між нормальною та дотичною складовою 
сумарної швидкості різання. 
4. Визначені критерії оцінки якості форми округлених кромок та 
вибору вхідних кінематичних параметрів процесу обробки: типів та кількості 
установчих та формотворчих рухів, їх параметрів. В якості основного 
критерію запропоновано використовувати відносне відхилення форми 
кромки від дуги ідеального кола з радіусом R, а додатковим 




ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ВХІДНИХ ПАРАМЕТРІВ 
КІНЕМАТИКИ ПРОЦЕСУ МАО НА ВИХІДНІ ПАРАМЕТРИ ПРИ 
РІЗНИХ СХЕМАХ ОБРОБКИ 
Для встановлення закономірностей МАО поверхонь та округлення 
кромок, визначення функціональних залежностей основних показників якості 
обробки робочих поверхонь зубів та форм кромок від вхідних кінематичних 
параметрів (типів та кількості установчих та формотворчих рухів, їх 
параметрів, зокрема співвідношення складових сумарної швидкості різання) 
та основних конструктивних параметрів обладнання (діаметра серединного 
циліндру кільцевої ванни, висоти робочої зони, тощо), постає задача 
дослідження кінематики процесу в умовах великих робочих зазорів за трьома 
схемами: між опозитно розташованими ПН, в кільцевій ванні, над кільцевою 
ванною. На основі аналізу результатів дослідження необхідно розробити 
метод вибору оптимальних або раціональних кінематичних параметрів 
режимів обробки (за якістю обробки робочих поверхонь та форм кромок 
зубів), який застосовуватиметься для розробки технологій обробки, є 
інструментом аналізу загальної матриці перетворення координат ФС верстата 
та складовою частиною алгоритму структурно-параметричного синтезу ФС 
верстата для МАО деталей [35]. 
Загальними параметрами теоретичних досліджень кінематики для всіх 
трьох схем обробки є наступні: 
- швидкість головного руху - см1PV ; 
- матеріал коліс : БРАЖ9-4 (στ = 345 МПа, коефіцієнт c = 1, коефіцієнт kS 
= 1); сталь 40Х (загартована, στ = 1.1 ГПа, коефіцієнт kS = 1; коефіцієнт c = 6); 
сталь Р18 (загартована, στ = 3.06 ГПа, коефіцієнт kS = 1; коефіцієнт c = 10).  
Величини радіусів округлення для різних матеріалів згідно (2.1) та 
математичної моделі формування кромки (3.47) - (3.58) знаходяться в прямій 
залежності від трьох параметрів матеріалу заготовки – межі плинності στ, 
коефіцієнту kS, що враховує вплив шорсткості оброблюваної поверхні на 
  
100 
фактичну площу контакту, та коефіцієнту c, що оцінює несучу здатність 
контактної поверхні. Тому для заготовок із даних трьох матеріалів 
розраховані радіуси округлення відносяться як (в порядку перерахування)  
1: 0.23: 0.11. Надалі величини радіусів округлення, якщо не вказано інше, 
приведені для першого матеріалу - БРАЖ9-4. 
4.1. Кінематика МАО коліс між протилежно розташованими 
полюсами 
При виборі основних параметрів досліджуваних зубчастих коліс та 
кінематичних параметрів приймались до уваги раніше проведені дослідження 
за цією схемою обробки [78, 100]: частота обертання деталі n = 12,5 хв-1, 
амплітуда осциляції А = 3÷5 мм, швидкість осциляції Vосц = 0,2÷0,4 м/с. В 
даних дослідженнях вибраний діапазон значень швидкості осциляції 
см8.00O V  ( 400 двхn ). Основні дослідження проводились з колесами 
з такими параметрами: m = 5 мм, z1 = 30, B = 30 мм, β = {0°, -20°, 20°}. 
4.1.1. Кінематика обробки за відсутності осциляції 
Обробка характеризується великими значеннями кутів атаки, модуля 
інтегрального критерію інтенсивності та відсутністю округлення кромок в 
діапазоні кутів розвороту α= −15÷+15° по всій довжині лінії зуба (табл. 4.1). 
Величина швидкості головного руху не змінює ніяких вихідних 
параметрів, оскільки її напрямок не змінюється. При зміні напрямку 
швидкості головного руху (колонки 9 та 10 табл. 4.1) вихідні параметри на 
правій і лівій сторонах зуба мають одні і ті ж значення, але для протилежних 
за знаком кутів нахилу гвинтової лінії. 
Для косозубих коліс при достатньо великих значеннях кута нахилу 
гвинтової лінії (β ≥ 18°) відбувається обробка кромок. При цьому параметри 
кромок не залежать від значення та знаку кута розвороту α (рис. 4.1). 
Існує досить значна залежність вихідних кінематичних параметрів по 
висоті зуба (табл. 4.2): різниця значень інтегрального критерію в початковій 
та кінцевій точках складає майже 1. В той же час радіус округлення та 














Vp = −1 Vp = +1* 






1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Zk<0 
Ліва 
0 71.1 2.37 0 0 − 
Права 
0 
-20 60.26 2.01 0 0 − +20 
+20 65.0 2.16 ~100 0.46 Рис. 4.1 −20 
Права 
0 -71.1 -3.37 0 0 − 
Ліва 
0 
-20 -64.9 -3.16 ~100 0.46 Рис. 4.1 +20 
+20 -60.26 -3.01 0 0 − −20 
Zk>0 
Ліва 
0 71.1 2.37 0 0 − 
Права 
0 
-20 64.9 2.16 ~100 0.46 Рис. 4.1 +20 
+20 60.3 2.01 0 0 − −20 
Права 
0 -71.1 -3.37 0 0 − 
Ліва 
0 
-20 -60.26 -3.01 0 0 − +20 
+20 -64.9 -3.16 ~100 0.46 Рис. 4.1 −20 
Примітки: * Відповідають кінематичним параметрам при Vp = +1 
   
а)      б) 
Рис. 4.1. Радіус округлення за відсутності осциляції: а) форма кромки; б) залежність 
відносного відхилення від кута розвороту колеса 
Таблиця 4.2 
Залежність інтегрального критерію інтенсивності кефk  від положення по 
висоті зуба (Zk<0) 
Сторона зуба: ліва, β=0, m=5.0; Da = 161.25 мм =const 
δh 0.00 0.11 0.22 0.33 0.44 0.56 0.67 0.78 0.89 1 
кефk  2.95 2.68 2.55 2.45 2.37 2.30 2.24 2.18 2.13 2.08 
Сторона зуба: ліва, β=0, m=10.0; Da = 161.25 мм = const 
кефk  2.95 2.61 2.45 2.33 2.24 2.15 2.08 2.02 1.96 1.9 
Сторона зуба: ліва, β=30°, m=5.0; Da = 161.25 мм =const 
R, мкм 61.1 62.0 62.9 63.7 64.6 65.5 66.3 67.2 68.1 68.9 




значеннях радіусу складає не більше 10 мкм. При цьому зміна модуля m в два 
рази приводить до незначних змін значення інтегрального критерію в одних і 
тих же точках зуба. Більш детальне дослідження залежності інтегрального 
критерію інтенсивності кефk  від модуля в середній точці евольвенти (табл. 
4.3) підтверджує слабку залежність інтегрального критерію від модуля1. 
Значення інтегрального критерію значною мірою залежить від кута 
нахилу гвинтової лінії зуба (табл. 4.4), що є закономірним. Радіус округлення 
при зростанні кута нахилу в діапазоні β = 18÷36° постійно зменшується, в той 
час як залежність величини відносного відхилення радіусу має в цьому 
діапазоні мінімум maxR = 0.27 при β = 28°. 
За значеннями інтегрального критерію інтенсивності можна зробити 
висновок, що при додатному значенню швидкості головного руху ліва 
сторона зуба піддається обробці, що призводить до переважного зміцнення 
поверхні (kкеф > 2) [35], при зміні напрямку швидкості головного руху – 
навпаки, права сторона піддається зміцнювальній обробці. 
4.1.2. Кінематика обробки за наявності осциляції 
При наявності осциляції граничні значення вихідних кінематичних 
параметрів процесу обробки залишаються сталими. Наявність осциляції 
призводить до таких основних змін: 
- зниження значень інтегрального критерію в активній зоні до 
7.13.1 кефk  (рис. 4.2) в залежності від частоти осциляції, геометричних 
параметрів зуба (в основному від кута нахилу лінії зуба β) та положення 
оброблюваної точки по висоті зуба (табл. 4.5 - 4.7, та табл. Г.1 - Г.9); 
- обробки кромок починаючи з певних значень швидкості осциляції 
(частоти осциляції) при тих геометричних параметрах коліс, при яких 
обробка кромок за відсутності осциляції не виконувалась. Наприклад, при 
β = 0° кромки обробляються починаючи з частоти осциляції nдвх = 13 (табл. 
4.5, рис. 4.3; табл. Г.1, рис. Г.1; табл. Г.4, рис. Г.3; табл. Г.7, рис. Г.1), а при   
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Залежність інтегрального критерію інтенсивності кефk  від модуля в середній 






2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 
Zk<0 
Ліва 
0 2.37 2.38 2.39 2.40 2.41 2.41 2.37 2.34 2.33 2.3 2.27 2.24 
-20 2.01 2.01 2.02 2.03 2.03 2.03 2.01 1.99 1.99 1.96 1.94 1.92 
+20 2.16 2.17 2.17 2.18 2.18 2.18 2.16 2.15 2.15 2.13 2.11 2.09 
Права 
0 -3.37 -3.38 -3.39 -3.40 -3.41 -3.41 -3.37 -3.34 -3.33 -3.30 -3.27 -3.24 
-20 -3.16 -3.17 -3.17 -3.18 -3.18 -3.18 -3.16 -3.15 -3.15 -3.13 -3.11 -3.09 
+20 -3.01 -3.01 -3.02 -3.03 -3.03 -3.03 -3.01 -2.99 -2.99 -2.96 -2.94 -2.92 
Таблиця 4.4 
Залежність вихідних параметрів якості обробки від кута нахилу зуба: сторона 
зуба – ліва; Zk<0; Vp = −1 
β, ° 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 
кефk  2.21 2.16 2.12 2.07 2.02 1.96 1.91 1.85 1.79 1.73 
R, мкм 114.8 102.5 92.3 83.8 76.5 70.1 64.6 59.7 55.3 51.3 
maxR  0.5 0.46 0.4 0.36 0.32 0.27 0.3 0.34 0.39 0.44 
Таблиця 4.5 
Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – ліва; Zk < 0; β = 0° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
VO, мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
kкеф(max) 2.37 2.34 2.27 2.16 2.04 1.92 1.8 1.69 1.7* 







α=−15° 0.00 0.00 0.00 54.3 38.0 30.6 25.9 22.8 31.4 
α=0° 0.00 0.00 0.00 52.8 41.1 34.4 30.2 27.3 25.3 
α=+15° 0.00 0.00 0.00 49.8 41.1 34.6 30.2 27.3 18.5 
δcp (α=0°) 0.00 0.00 0.00 0.13 0.13 0.16 0.22 0.31 0.4 
δmax 0.00 0.00 0.00 0.53 0.25 0.38 0.52 0.67 0.68 
χ, ° 
71.08 71.72 71.08 71.08 71.08 71.08 71.08 71.08 71.08 
71.08 68.71 65.15 60.93 56.41 51.8 47.28 42.94 38.83 
* Залежність kкеф = f(α) представлена на рис. 4.2. 
 
Рис. 4.2. Залежність інтегрального 
критерію при МАО зубчастого колеса з 
параметрами: сторона зуба – ліва; Zk < 0; 




а)      б) 
  
в)      г) 
  
д)      е) 
   
ж)      з) 
Рис. 4.3. Радіус округлення та форма кромки зуба з параметрами: сторона зуба – 
ліва; Zk < 0; β = 0°: а), в), г) - залежність радіуса від кута розвороту; б), г), 
е) - залежність відхилень радіуса від кута розвороту; ж), з) - форма кромки; а), б) –  
nдвх = 13; в), г), д), ж) – nдвх ≤ 25; д), е), з) – nдвх = 40 
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β = −20° і z < 0 та при β = +20° і z > 0 - починаючи з частоти nдвх = 27 (табл. 4.6, 
рис. 4.4, а, б; табл. Г.2, рис. Г.2; табл. Г.5, рис. 4.4, а, б; табл. Г.9, рис. Г.2); 
- залежність величини радіусу округлення від частоти осциляції має 
спадний характер або має слабко виражений мінімум в діапазоні частот 
nдвх = 20÷35 в залежності від кута розвороту α; 
- при частотах осциляції nдвх = 0÷50, крім близьких до nдвх = 40, кромка в 
основному має форму, представлену на рис. 4.3, ж; рис. 4.5, г; рис. Г.6, в. При 
частотах nдвх ≥ 40÷50 кромка має форму, представлену на рис. 4.3, з; рис. 4.5, 
б. При деяких співвідношеннях геометричних параметрів зубчастого колеса 
Таблиця 4.6 
Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – ліва; Zk < 0; β = −20° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
*kкеф(max) 2.01 2 1.98 1.93 1.86 1.79 1.68 1.61 1.63 







α=−15° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 15.5 23.3 64.2 
α=0° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 55.6 48.9 
α=+15° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 24.3 34.9 34.0 
δcp (α=0°) 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.13 0.13 
δmax 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.53 0.42 
χ, ° 
60.3 65 69 71.8 39.2 73.0 71.7 70.2 68.4 
60.3 55.1 49.8 44.4 73.1 34.0 29.0 24.4 20.2 
Таблиця 4.7 
Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – ліва; Zk < 0; β = +20° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
VO, мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
* kкеф(max) 2.16 2.16 2.14 2.1 2.03 1.92 1.82 1.69 1.67 







α=−15° 102.45 36.0 28.3 22.6 19.0 19.8 20.8 22.1 25.1 
α=0° 102.45 36.1 28.4 23.4 20.0 19.7 20.7 21.8 23.0 
α=+15° 102.45 36.5 28.4 23.8 19.9 17.5 17.4 17.2 17.5 
**δcp (α=0°) 0.13 0.14 0.19 0.29 0.44 0.39 0.28 0.2 0.15 
**δmax 0.46 0.31 0.37 0.53 0.71 0.70 0.62 0.53 0.38 
χ, ° 
64.93 70.32 75.13 78.75 80.02 79.07 76.98 74.6 70.69 
64.93 59.29 53.49 47.77 42.04 36.5 31.35 26.29 21.76 
* Залежності kкеф = f(α) – аналогічні представленій на рис. 4.2. 
** Залежності δmax = f(α) та δср = f(α)– аналогічні представленій на рис. 4.3, г, 






а)      б) 
 
  
в)      г) 
 
  
д)      е) 
Рис. 4.4. Радіус округлення кромки зуба з параметрами: сторона зуба – ліва; Zk < 0; 
β = −20°: а), в), д) - залежність радіуса від кута розвороту; б), г), е) - залежність 




а)       б) 
  
в)      г) 
   
д)       е) 
Рис. 4.5. Форма та радіус округлення кромки зуба з параметрами: сторона зуба – 
ліва; Zk < 0; β = +20°: а), в), д) - залежність радіуса від кута розвороту; б), г), 
е) - форма кромки; а), б) – nдвх = 20; в), г) – nдвх = 30; д), е) – nдвх = 40 
та кінематичних параметрів кромка має форму представлену на рис. 4.5, е. 
Наприклад, при β = +20° Zk < 0 та частотах nдвх = 39÷40 та при β = −20° Zk < 
0 та частотах nдвх = 41÷45. 
4.2. Кінематика МАО з застосуванням кільцевої ванни 
Дослідження виконувались при робочій швидкості см1PV  та 
швидкості осциляції см8.00O V  ( 400 двхn ) [20, 24, 29, 35]. Основні 
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дослідження проводились з колесами з такими параметрами: m = 1.25 мм, z1 
= 18, B = 10 мм, β = {0°, -20°, 20°}, коефіцієнт зміщення x1=0.0, матеріал 
колеса - БРАЖ9-4. Кількість частин, на які ділиться кожен кутовий діапазон 
при обертанні в тому чи іншому русі, дорівнює N=25 (див. розділ 4.1).  
4.2.1. Кінематика обробки в кільцевій ванні 
4.2.1.1. Обробка з основною круговою подачею 
За відсутності кругової подачі модулі максимальних та мінімальних 
кутів атаки приблизно дорівнюють   90  (рис. 4.6, а) [24]. Похибка при 
цьому складає десяті долі градуса. 
    
а)      б) 
Рис. 4.6 Кути атаки на лівій евольвентній поверхні зуба в серединному перерізі (z=0) 
в полюсі зачеплення (𝛅h = 0.5), а) 𝛚S ≪ 1; б) 𝛚S = 8∙𝛚P 
При зростанні швидкості кругової подачі зростають величини кутів 
атаки при одних і тих же кутових положеннях колеса (рис. Г.7, б-г). При 
деяких значеннях кутів нахилу   та швидкостях кругової S  подачі ліва 
евольвентна поверхня зуба знаходиться в активній зоні обробки повний або 
майже повний оберт:  80 , PS  2  (рис. Г.7, б);  8070 , PS  4  
(рис. Г.7, в);  8050 , PS  6  (рис. Г.7, г);  8020 , PS  8  (рис. 
4.6, б). Для правої сторони зуба ці залежності є подвійним дзеркальним 
відображенням відносно осі абсцис та відносно осі, яка паралельна осі 
ординат і проходить через точку 180  (рис. Г.7, е, рис. 4.6, б). 
Останнє підтверджується результатами аналізу поверхонь рівня кутів 
атаки в системі координат υα (рис. Г.8). З вигляду поверхонь рівня можна 
зробити висновок, що в цілому для обох сторін зуба (і для колеса)  інтегральний 
критерій kкеф не повинен перевищувати певної середньої величини для всіх 
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режимів обробки, оскільки всі графіки χ = f(υ,α) мають умовно говорячи, дві осі 
симетрії, а "відносна активна площа" [35] tpχ≈0.5. 
Зі збільшенням кута нахилу ξ збільшується рівномірність розподілу 
кутів атаки χ як за один оберт колеса навколо своєї осі, так і по висоті зуба 
(рис. 4.7). Наприклад, при куті нахилу ξ=0º, кутовій швидкості кругової 
подачі PS  4  розкид ΔRχ кутів атаки складає 32º при υ = 300º (рис. 4.7, 
а), а при куті нахилу ξ = 60º розкид ΔRχ складає 16º в цьому кутовому 
положенні колеса (рис. 4.7, б). 
Зі збільшенням швидкості кругової подачі нерівномірність розподілу 
кутів атаки по висоті зуба зростає (рис. 4.8). Зростання швидкості дає 
більший розкид кутів атаки χ при малих кутах ξ нахилу. 
До кутів нахилу ξ ≤ 20º при PS  4  зростання розкиду по висоті 
зуба ΔRχ незначне і складає не більше 4º (рис. 4.8, а, б), а при PS  4  
розкид ΔRχ досягає 25º (рис. 4.8, г). Окремі пікові зростання ΔRχ при
PS  8 , ξ=0º і υ=355º сягають 160º (рис. 4.8, г). 
Максимальні розкиди значень інтегрального критерію по висоті зуба 
(вздовж евольвенти) (рис. 4.9) не перевищують 16% при максимальних 
швидкостях кругової подачі (рис. 4.9, в). Тому далі для аналізу та вибору 
кінематичних параметрів процесу будемо користуватись середніми 
значеннями критеріїв вздовж евольвенти. 
Встановлено, що середні значення інтегрального критерію 
cpкеф
k  
близькі до оптимального значення 1
optкеф
k  мають місце при PS  6  в 
діапазоні кутів нахилу ξ = 40÷60º (рис. 4.10, а-д). На рис. 4.10 є представлені 
залежності середніх значень кінематичної ефективності 
cpкеф
k  від 
швидкості кругової подачі в зазначеному діапазоні кутів нахилу ξ колеса. Для 
зазначених кутів нахилу ξ значення швидкості кругової подачі, при яких 
1
optкефcpкеф
kk , представлені в табл. 4.8. Перегини на залежностях (рис. 
4.10, а-д) мають місце тоді, коли середня величина відносного активного кута 
srp





   а)       б) 
Рис. 4.7. Розподіл кутів атаки на лівій евольвентній поверхні зуба в серединному 
перерізі (z=0; 𝛚S = +4∙𝛚P): а) ξ = 0°; б) ξ = 60° 
 
а)       б) 
  
в)       г) 
Рис. 4.8. Розкид кутів атаки по висоті зуба на лівій евольвентній поверхні (𝛚a = 0):  
а) 𝛚S = 0; б) 𝛚S = +2∙𝛚P; в) 𝛚S = +4∙𝛚P; г) 𝛚S = +8∙𝛚P 
Таблиця 4.8. 
Оптимальні швидкості кругової подачі 
ξ, º 40 50 60 70 





а)       б) 
Рис. 4.9. Залежності інтегрального критерію інтенсивності kкеф, відносного 
відхилення кута атаки 𝛆R𝛘opt та відносного активного кута tp𝛘 від висоти зуба (𝛘opt = 
30°, ξ = 60º): а) 𝛚S = +4∙𝛚P , ξ=60º; б) 𝛚S = +8∙𝛚P, ξ = 60º 
  
а)      б) 
  
в)      г) 
  
д)      е) 
Рис. 4.10. Залежності середніх значень кінематичної ефективності kКЕФср, відносного 
відхилення кута атаки 𝛆R𝛘cp та відносного активного кута tp𝛘 від кута нахилу колеса 
ξ (а-д) та від швидкості кругової подачі (є): а) 𝛚S = 0; б) 𝛚S = +2∙𝛚P; в) 𝛚S = +4∙𝛚P; 
г)  𝛚S = +6∙𝛚P ; д) 𝛚S = +8∙𝛚P; е) ξ = 40º÷70º 
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Наприклад, при ξ = 60º та ωS = +5.44∙ωP залежності інтегрального 
критерію 
cpкеф
k , відносного відхилення кута атаки 
opt
R  та відносного 
активного кута pt  від висоти зуба матимуть вигляд, як на рис. 4.11. 
 
Рис. 4.11. Залежності критерію кінематичної ефективності kКЕФср, відносного 
відхилення кута атаки 𝛆R𝛘opt та відносного активного кута tp𝛘 від висоти зуба: 
𝛚S = +5.44∙𝛚P , ξ=60º 
Середні значення мають при цьому такі значення: 015.1
cpкеф
k , 
1pt , 015.0optR . Тобто і структура критерію кінематичної ефективності 
кефk  близька до оптимальної: відносний активний кут 1pt  і відносне 
відхилення кута атаки 
opt
R  мало відрізняється від нуля. 
В результаті аналізу залежностей розподілу радіусів округлень по висоті 
зуба (рис. 4.12) встановлено, що при малій швидкості основної кругової подачі 
(ωS ≪ 1) розкид радіусів округлення складає ∆R = 2.8 мкм (рис. 4.12, а). При 
цьому основною формою кромки є форма представлена на рис. 4.13, а. Тільки 
при z > 0 права кромка має форму, що показана на рис. 4.13, б. 
При збільшенні швидкості кругової подачі до ωS = +8∙ωP розкид 
радіусів округлення збільшується максимум до ∆R = 4.3 мкм (рис. 4.12, в). 
Радіуси лівої кромки при z < 0 зі збільшенням швидкості кругової подачі 
збільшуються (рис. 4.14, а; рис. Г.9), а правої – зменшується (див. також рис. 
Г.11). При z > 0 радіус лівої кромки зменшується (рис. 4.14, а; рис. Г.10), а 
правої – збільшується зі зростанням швидкості кругової подачі (див. також 
рис. Г.12). В діапазоні швидкостей ωS = (4.3
2÷8)∙ωp при z < 0 на правій 
                                           
2
 Критичне значення швидкості кругової подачі уточнене при використанні нерівномірного кроку і 
результати представлені на рис. Г.30. 
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стороні (рис. 4.14, а, рис. Г.10, в та рис. Г.11, в) і при z > 0 на лівій стороні 
кромки не обробляються. За аналізом залежностей відхилень радіусів (рис. 
4.14, б) форма лівої кромки при z < 0 зі зростанням швидкості кругової 
подачі змінюється від представленої на рис. 4.13, а, при ωS = (0÷2)∙ωp, до 
форми представленої на рис. 4.13, б при ωS = (2÷6)∙ωp, і до форми типу фаски 
при ωS = (6÷8)∙ωp. При z > 0 форма лівої кромки змінюється від 
представленої на рис. 4.13, а, до вихідної (не обробленої) форми при ωS = 
(5.3÷8)∙ωp. Таким же чином змінюється форма правої кромки при z < 0 (рис. 
4.14, б). При z > 0 форма правої кромки змінюється від представленої на рис. 
4.13, а, до форми фаски при ωS = (3÷4)∙ωp (рис. 4.14, в) і при ωS > 4ωp 
повертається до вихідної форми. 
При реверсі швидкості основної кругової подачі (при тому ж напрямі 
швидкості головного руху ωp > 0) вихідні кінематичні параметри, що були 
притаманні лівій стороні зуба, тепер мають місце для точок правої сторони 
зуба з незначною відмінністю, обумовленою величиною радіуса серединного 
циліндру кільцевої ванни (рис. 4.14, рис. Г.13, рис. Г.14). 
Такими відмінностями є: 
- відставання по зростанню значення швидкості кругової подачі в 
переході з форми кромки, представленої на рис. 4.13, а, до форми, 
представленої на рис. 4.13, б, (див. рис. Г.9 та рис. Г.13). При цьому форму у 
вигляді фаски кромка отримує при швидкостях кругової подачі близьких до 
ωS = 8∙ωp (рис. 4.14, д, е); 
- ліва кромка при z < 0 і права кромка при z > 0 перестають 
оброблятись уже при швидкості кругової подачі ωS = 4.3∙ωp (рис. 4.14, д, е). 
В таблиці 4.9 представлені параметри "найкращих" за формою кромок 
(тобто з найменшими заданими відхиленнями від дуги) за відсутності кута 
розвороту. 
Найкращою формою при обробці за вказаними в таблиці режимами є 
форми для лівої кромки з параметрами z<0 і β = −30° та для правої кромки з 




     
а)      б)   
        
в)       г)   
Рис. 4.12. Залежності радіусів округлення кромок зуба та їх відхилень від положення 
по висоті зуба (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°): а), б) 𝛚S = 0; 𝛅мін = 0; 
в), г) 𝛚S = +8∙𝛚P 
 
   
а)      б) 
Рис. 4.13. Форми кромки (β = 0°; 𝛏 = 60°; 𝛚S = 0 (𝛚S ≪ 1 𝛚Р), 𝛅h=0÷1): а) ЛЕ (при z < 0 





   
а)        б) 
 
   
в)       г) 
 
   
д)       е) 
 
Рис. 4.14. Залежності радіусів округлення кромок зуба від величини основної 
кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; |𝛚S| = (0÷8)∙𝛚P): а) 
– в) 𝜔S > 0; г) – е) 𝜔S < 0; а), г) залежності радіусу округлення від основної кругової 









































































































6.1 15.4 0.3 -0.23 -0.04 -0.7 5.4÷6.3 0.0 
*)
 Примітка: для виразу (4.64) 𝛿макс ≤ ΔΔ; 𝛿ср ≤ Δср. 
   
а)       б) 
Рис. 4.15. Форми кромки (z < 0; 𝛅h=0.5; 𝛏 = 60°; α = 0°): а) ЛЕ, β = −30°, 𝛚S = 5.3 𝛚Р, 
𝛅макс = 0.09, 𝛅мін = −0.14, 𝛅cp = −0.02; б) ПЕ, β = +30°, 𝛚S ≪ 1 𝛚Р, 𝛅макс = 0.13, 𝛅мін = −0.06, 
𝛅cp = −0.0; (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права) 
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4.2.1.2. Обробка з застосуванням основної кругової подачі та розвороту 
Таким чином знак і величина швидкості кругової подачі мають значний 
вплив на величини кутів атаки, радіусів округлень кромки та її фактичну 
форму. Зростання модуля додатної швидкості основної кругової подачі 
приводить до розширення "активної зони" в просторі параметрів   (рис. 
4.16, а) для лівої робочої сторони зуба [29, 30]. Від’ємна швидкість основної 
кругової подачі приводить до протилежних змін. На правій стороні зуба 
проходять протилежні зміни (рис. 4.16, б). До аналогічних залежностей 
приводить зміна напрямку і модуля швидкості додаткової кругової подачі ωa. 
Дзеркальність значень кінематичних параметрів на обох сторонах зуба 
показують результати кінематичних критеріїв на деяких режимах (табл. 4.10). 
Підтверджено, що на однакових стандартних тестових режимах сума значень 
інтегрального критерію МАО кефk  для правої і лівої сторін зуба є величиною 
постійною, яка дорівнює 1
кеф
k , а середня для зуба в 
цілому - 5.0
кеф
k . Встановлено також, що сума відносних відхилень кута 
атаки для обох сторін зуба також є величиною постійною, яка дорівнює 
2
opt
R , середня величина для обох сторін зуба дорівнює -1. Відповідно, 
сума відносних активних кутів [34] для обох сторін зуба дорівнює 1pt . 
Тобто, якщо режим ωS0 / ωP0 = +6, ωa0 / ωP0 = +2, як це було зазначено 
раніше (табл. 4.10), наближає значення критеріїв до оптимальних для лівої 
сторони, то для правої сторони він їх знижує до відповідних значень. 
Аналіз результатів, представлених в табл. 4.10 та топограм середніх 
(вздовж евольвенти) кутів атаки у просторі параметрів    для прямозубих 
(рис. 4.16, рис. Г.15-Г.17) і косозубих коліс (рис. 4.17 та 4.18) дозволив 
встановити, що аналогічно до МАО інших типів деталей [35] застосування 
додаткової кругової подачі при обробці робочих поверхонь зубів є 
недоцільним. В значній частині положень в просторі параметрів    робочі 




а)       б) 
Рис. 4.16.Середні (вздовж евольвенти) кути атаки у просторі параметрів {φα} (β = 0°; 
𝛚a0 / 𝛚P0 ≪ 1, 𝛚S0 / 𝛚P0 = 1 (VS0 / VP0 ≈ 0.1);𝛏 = 60°; z = 0 мм): а) на лівій; б) на правій 
Таблиця 4.10 




ωS0 / ωP0 ωa0 / ωP0 optR  pt  кефk
 
Ліва 
0.0 0.0 -1.057 0.477 -0.58 
+1.0 0.0 -0.895 0.523 -0.372 
-1.0 0.0 -1.22 0.431 -0.789 
+1.0 +1.0 -0.838 0.546 -0.292 
+1.0 -1.0 -0.951 0.501 -0.45 
+5.0 0.0 -0.256 0.737 0.481 
+6.0 +2.0 0.034 0.867 0.9 
Права 
0.0 0.0 -0.943 0.523 -0.42 
+5.0 0.0 -1.744 0.263 -1.481 
 
а)       б) 
Рис. 4.17. Середні (вздовж евольвенти) кути атаки у просторі параметрів {φα} 
(β = +30°; ωa0 / ωP0 ≪ 1, ωS0 / ωP0 = 1;ξ = 60°; z = 0 мм): а) на лівій; б) на правій 
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зон в просторі параметрів    залежать від комбінації напрямків кругових 
подачі та кута нахилу лінії зуба (рис. 4.16 – 4.18). 
 
а)       б) 
Рис. 4.18. Середні (вздовж евольвенти) кути атаки у просторі параметрів {φα} 
(β = −30°; ωa0 / ωP0 ≪ 1, ωS0 / ωP0 = 1;ξ = 60°; z = 0 мм): а) на лівій; б) на правій 
Залежності інтегрального критерію інтенсивності МАО кефk  від кута 
розвороту α (рис. 4.19) ілюструють висновок про доцільність застосування 
фіксованих кутів розвороту при обробці робочих поверхонь зубів у кільцевій 
ванні. Із топограм можна визначити приблизні значення кутів розвороту, при 
яких кути, а отже і інтегральний критерій, буде максимальний. Із 
залежностей  fkкеф   (рис. 4.19) можна визначити кут розвороту, при 
якому значення інтегрального критерію будуть максимальні. 
Для прямозубих коліс залежність  fkкеф   близька до лінійної 
залежності з постійним значенням 5.0кефk , відхилення від якого складають не 
більше 0.002%. Для косозубих коліс максимальні значення інтегрального критерію 
спостерігаються при значеннях кута розвороту близьких до α = 180° для 
правогвинтових (рис. 4.19, а) і близьких до α = 0° для лівогвинтових (рис. 4.19, б). 
У [35] встановлено, що вхідними кінематичними параметрами, за 
допомогою яких можна керувати вихідними (сумарною швидкістю різання і 
кутами атаки), є кут нахилу осі зубчастого колеса та відношення складових 
сумарної швидкості різання до основної її складової – швидкості головного руху. 
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Інтегральний критерій для прямозубого колеса мало залежить від кута нахилу осі 
колеса ξ (рис. 4.20, а) і в значно більшій степені – від швидкості кругової подачі. 
Залежність  mfkкеф   визначалась при 
0  в положенні, коли лінія 
зуба перпендикулярна вектору головного руху за відсутності кругової подачі 
для виключення впливу цих параметрів на значення інтегрального критерію. 
Встановлено [30], що для прямозубого колеса для кутів нахилу ξ = 0÷90°, 
101m мм за відсутності кругової подачі і прямолінійному головному русі 
(при числовому експерименті Dcp = 10
6
 мм) значення інтегрального 
коефіцієнта дорівнює 5.0кефk  (рис. 4.21). Таким чином, модуль зубчастої 
передачі не впливає на інтегральний коефіцієнт інтенсивності МАО. Для 
кільцевої ванни залежність  mfkкеф   має близький до лінійного характер. 
Залежності, представлені на рис. 4.21, можуть бути апроксимовані 
залежностями виду mkk Dкеф  5.0 , де kD – кутовий коефіцієнт, який 
відповідно дорівнює (в мм-1) k200 = −0.131; k400 = −0.065; k600 = −0.043; k800 = 
−0.032; k1000 = 0.026. Тобто при зростанні діаметра серединного циліндру 
кільцевої ванни значення інтегрального критерію асимптотично 
наближається до значення kкеф = −0.5. До цього ж значення наближаються 
значення залежності інтегрального критерію від кута нахилу лінії зуба β та 
кута ξ нахилу заготовки   ,fkкеф   як для прямозубих коліс (
0 ) так і 
при вертикальному положенні заготовки, незалежно від зміни іншого 
параметра (рис. 4.22). 
Таким чином встановлено, що інтенсивністю МАО в кільцевій ванні в 
умовах великих робочих, можна керувати за рахунок зміни таких вхідних 
кінематичних параметрів: кут нахилу осі заготовки ξ, кут розвороту α та 
швидкість кругової подачі SV  (співвідношення швидкостей 0PS VV  або 
0PS  ). Вхідні кінематичні параметри ( 0PS VV , ξ, α) при заданих 




а)       б) 
Рис. 4.19. Залежності інтегрального критерію інтенсивності МАО kкеф на лівій 
стороні зуба від кута розвороту α (z = 0 мм; ξ = 60°; Dcp = 400 мм; ωS0 / ωP0 = 4; ωa0 / ωP0 
≪ 1): а) β = +30°; б) β = −30° 
    
а)       б) 
Рис. 4.20. Залежності інтегрального критерію інтенсивності МАО      на лівій 
стороні зуба від кута нахилу ξ та швидкості кругової подачі ωS0 / ωP0 (zk = 5 мм; Dcp = 




Рис. 4.21. Залежності максимального 
інтегрального критерію інтенсивності 
МАО kкеф на лівій стороні зуба від модуля 
та діаметра серединного циліндру (ωS0 / 
ωP0 ≪ 1; ξ=0°; z = 0 мм; β = 0°)  
Рис. 4.22. Залежності інтегрального 
критерію інтенсивності МАО kкеф на лівій 
стороні зуба від кутів нахилу лінії зуба β 
та осі заготовки ξ (Dcp = 200 мм; ωS0 / ωP0 




інтенсивності має оптимальне значення ( 1кефk  [29, 30, 35]), визначаються 
за залежністю  fkкеф   (рис. 4.19 та рис. 4.23, а). 
Обмежувальним параметром при цьому є абсолютне значення сумарної 
швидкості, яке може відхилятись від номінального значення 10  PVV  на 
допустиму величину. В даному випадку (рис. 4.23, б) максимальне 
відхилення складає не більше 14%. Крім цього, при прийнятному значенні 
сумарної швидкості різання, потрібно обмежувати величину співвідношення 
її складових PS VV . При перевищенні певного критичного значення 
магнітно-абразивний порошок може перестати рухатись вздовж лінії зуба, і 
почати обертатись у впадинах разом з колесом (див. розділ 6). 
При малих величинах основної кругової подачі (ωS ≪ ωР), відсутності 
додаткової кругової подачі (ωa = 0) і наявності кутів розвороту α, основними 
закономірностями обробки кромок на лівій і правій сторонах зуба є наступні  
(рис. 4.24 – 4.25, рис. Г.18-Г.29): 
- різке зростання максимальних радіусів округлення в діапазоні кутів 
нахилу осі колеса ξ = 0.0÷20.0° (рис. 4.24, а). Мінімальні радіуси в цьому 
діапазоні мають нульові значення, в діапазоні кутів нахилу ξ = 25.0÷55.0° 
вони мають значення Rмін = 0.6÷0.7 мкм, при кутах нахилу зростають різко 
зростають до значень Rмін = 1.3÷1.5 мкм; 
- мінімальні радіуси округлення кромки мають при кутах розвороту α = 
90° та α = 270° (рис. 4.25, а, в). Форма кромки, характерна для цих кутів 
представлена на рис. 4.26, а; 
- характер залежностей (рис. 4.24, б, в) відхилень радіусів (значні 
відхилення максимальних 𝛿макс та мінімальних 𝛿мін значень від нуля; |𝛿макс| > |𝛿мін|) 
вказує на характерну форму кромки, близької до несиметричної відносно 
бісектриси фаски (рис. 4.26, а). Найближчу до дуги кола кромка має форму 
при кутах розвороту α = 285÷300°, особливо при кутах нахилу 𝜉 = 60÷70° 






Рис. 4.23. Залежності вихідних кінематичних параметрів на лівій стороні зуба від 
кута розвороту та кутового положення в русі кругової подачі (Dcp = 200 мм; ωS0 / ωP0 
= 4; ξ=70°; m=1.25 мм; z = 0 мм; β = +10°): а) інтегрального критерію інтенсивності 
МАО 1.0
maxкеф
k  , 

185.5maxkα  ; б) сумарної швидкості різання при 

185.5maxkα   
  
а)      б) 
 
в) 
Рис. 4.24. Радіуси та відхилення радіусів на кромках зуба при z < 0 (ЛЕ – ліва 
евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 𝛚a = 0): а) радіуси; б) відхилення для 




   
а)       б) 
 
   
в)       в) 
 
Рис. 4.25. Радіуси на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 𝛚a = 0): а), 
б) 𝛏 = 60°; в), г) 𝛏 = 70° 
 
  
а)      б) 
Рис. 4.26. Форми кромки на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 




В таблиці Г.10 представлені параметри найкращих за формою кромок 
за наявності кута розвороту α. Співставлення параметрів кромок прямозубих 
коліс з таблиць 4.9 та Г.10 дає змогу стверджувати, що застосування 
розвороту коліс призводить до покращення форми кромок. На це вказує 
зменшення розмаху відхилень. Крім того, зростання швидкості кругової 
подачі до величини ωS = 6∙ωP супроводжується покращенням форми і 
збільшенням радіусу округлення (табл. 4.11). При цій швидкості 
інтегральний критерій інтенсивності за шорсткістю [35] на лівій стороні зуба 
близький до 1 (рис. Г.30). 
Таблиця 4.11 















































z>0 195 32.5 0.11 -0.08 -0.01 0.98 70, 175÷200 - 
Права 
z<0 170 32.6 0.12 -0.07 0.0 -1.98 165÷195 - 
z>0 285 5.3 0.12 -0.14 -0.03 -1.55 - - 
4.2.1.3. Обробка з застосуванням основної та додаткової кругових подач 
Вихідні параметри обробки при |ωS| ≤ 1∙ωP. При швидкості основної 
кругової подачі |ωS| ≪ 1∙ωP типові залежності вихідних кінематичних 
параметрів від швидкості додаткової кругової подачі представлені на рис. 
4.27 – 4.29. Характерними ознаками цього діапазону швидкості основної 
кругової подачі є наявність пікових значень інтегрального критерію та 
радіусів округлення при певних параметрах зубчастих коліс та швидкостях 
додаткової кругової подачі ωa. Залежності інтегрального критерію від 
швидкості додаткової кругової подачі при |ωS| ≪ 1∙ωP з піковими значеннями 
мають зубчасті колеса з гвинтовим зубом (рис. 4.27, а, в, табл. 4.12). При 






а)      б) 
   
в)      г) 
  
д)      е) 
Рис. 4.27. Залежності інтегрального критерію інтенсивності від величин додаткової 
ωa та основної ωs кругових подач (z < 0; 𝛏 = 60°; 0<ωs<1, ωa > 0): а)ЛЕ, β = -30°; ωS ≪ 
1∙ωP; б) ПЕ, β = -30°; ωS = 0.8∙ωP; в) ЛЕ, β = +30°; ωS ≪ 1∙ωP; г) ПЕ, β = +30°; ωS = 
0.8∙ωP; д) ЛЕ, β = 0°; ωS ≪ 1∙ωP; е) ПЕ, β = 0°; ωS = 0.8∙ωP 






а)      б) 
Рис. 4.28. Залежності радіусу округлення від величин додаткової ωa та основної ωs 
кругових подач (ліва евольвента; β = 0°; z < 0; 𝛏 = 60°; 0<ωs<1, ωa > 0): а) ωS ≪ 1∙ωP; 
б) ωS = 0.8∙ωP 
   
а)      б) 
   
в)      г) 
Рис. 4.29. Залежності відхилень радіусу округлення від величин додаткової ωa та 
основної ωs кругових подач (ліва евольвента; β = 0°; z < 0; ξ = 60°; ωs=(0÷1)ωP, ωa>0): 
а) ωS ≪ 1∙ωP, ωa=(1.8÷3)ωP; б) профіль кромки при ωS ≪ 1∙ωP, ωa=2.2ωP; в) ωS = 1∙ωP, 





Пікові значення вихідних кінематичних параметрів при ωS ≪ 1∙ωP (ξ = 60°)  
Ліва кромка, β = 0°, z < 0 
ωa, рад/с 0.0 0.9 1.8 3.6 5.4 7.2 
R, мкм 10.27 11.61 12.19 14.18 17.45 22.6 
Ліва кромка, β = 0°, z > 0 
ωa, рад/с 0.0 0.9 1.8 3.0 3.6 6.3 
R, мкм 17.2 15.0 13.2 12.7 10.1 14.1 
Права кромка, β = 0°; z < 0 
ωa, рад/с 0.0 0.9 1.8 2.7 4.5 6.3 
R, мкм 17.6 15.0 13.2 12.8 13.0 14.8 
Права кромка, β = 0°; z > 0 
ωa, рад/с - 0.9 1.8 3.6 5.4 7.2 
R, мкм - 9.94 11.2 14.5 18.3 23.0 
Ліва кромка, β = −30°, z < 0 
ωa, рад/с 0.0 0.9 1.8 3.6 5.4 7.2 
R, мкм 17.88 17.13 17.52 21.27 26.98 33.68 
kкеф 0.58 - 0.7 0.79 0.87 0.93 
Ліва кромка, β = +30°, z < 0 
ωa, рад/с - 0.76 4.7 5.4 6.1 7.2 
R, мкм - 7.0 7.2 8.04 8.6 10.4 
ωa, рад/с 0.0 0.9 1.8 3.6 5.4 7.2 






трансформуються до вигляду, представленого на рис. 4.27, б, г, коли крива 
коливається біля зростаючої (або спадної в залежності від напрямку 
швидкості ωa) прямолінійної залежності, кутовий коефіцієнт якої зі 
збільшенням швидкості додаткової кругової подачі слабо зменшується (або 
збільшується). В цілому значення інтегрального критерію при зростанні 
основної кругової подачі зростають на лівій стороні зуба, і зменшуються на 
правій стороні. Пікові значення інтегрального критерію приведені в табл. 
4.12, значення швидкостей додаткової кругової подачі, при яких значення 
інтегрального критерію дорівнює 1 вказані в табл. Г.11 – Г.13. В останньому 
випадку при |ωS| < 1∙ωP це пікові значення для лівої сторони зуба (або для 
правої при зміні напрямку швидкості додаткової кругової подачі). 
Залежності радіусу округлення в при |ωS| ≪ 1∙ωP мають вигляд 
представлений на рис. 4.28, а, який дещо видозмінюється в залежності від 
кута нахилу гвинтової лінії та знаків швидкостей кругових подач. Пікові 
значення радіусів округлення при |ωS| ≪ 1∙ωP наведені у табл. 4.12. При 
зростанні швидкості додаткової кругової подачі до |ωS| ≤ 1∙ωP залежності 
трансформуються до вигляду представленого на рис. 4.28, б. В цілому ці 
залежності представляють собою криву, що коливається відносно 
експоненціальної спадної або зростаючої кривої (в залежності від кута 
нахилу гвинтової лінії зуба β). При зростанні швидкості ωa амплітуда 
коливань зменшується. Типова залежність відхилень радіусів при ωS ≪ 1∙ωP 
представлена на рис. 4.29, а. Найкращу форму (з найменшими відхиленнями 
від дуги кола) при β =0° на лівій стороні зуба при z < 0 має кромка, яка 
обробляється при ωa = 2.2∙ωP (табл. Г.11, рис. 4.29, а, б). При зростанні 
швидкості основної кругової подачі до ωS = 1∙ωP максимальний розмах 
відхилень збільшується з 0.53 до 0.7 при малих швидкостях додаткової 
кругової подачі (рис. Г.31, б). При β =0° на лівій стороні зуба при z < 0 
найкращу форму має кромка, яка обробляється при ωa = 1.8∙ωP (рис. 4.29, в, г). 
Реверс швидкості додаткової кругової подачі ωa призводить до таких 
змін характеру залежностей інтегрального критерію інтенсивності МАО, 
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радіусів округлень та відхилень: 
- характер залежностей інтегрального критерію на лівій стороні стає 
таким, яким він був на правій стороні зуба при додатному напрямку 
швидкості додаткової кругової подачі, і навпаки (рис. 4.30, рис. 4.27, д, е); 
- розмах коливань критерію на малих швидкостях додаткової кругової 
подачі ωa при швидкостях основної кругової подачі 0.1 < ωS < 0.8 з Rkкеф = 
1.0÷1.5 (рис. 4.27, д, е) до Rkкеф = 2.5÷3.0 (рис. 4.30); 
- аналогічно до зміни характеру залежностей інтегрального критерію 
залежності радіусу округлення змінюються при переході на праву сторону 
зуба і з одного торця на інший (рис. 4.28, рис. 4.31); 
- розмах коливань радіусу округлення зменшується в кілька раз за 
виключенням діапазону швидкостей додаткової кругової подачі |ωa| = 
(0÷1)∙ωP; 
- характер залежностей відхилень радіусу залишається приблизно 
таким же – пікові значення відхилень відповідають тим же швидкостям 
додаткової кругової подачі і відповідно до значень радіусів округлень 
зростають або спадають. Але розмах відхилень зменшується в кілька разів за 
виключенням діапазону |ωa| = (0÷1)∙ωP. 
Вихідні параметри обробки при |ωS| = (1÷8)∙ωP. При подальшому 
зростанні швидкості основної кругової подачі в межах ωS = (1÷8)∙ωP нахил 
прямої, навколо якої коливаються значення критерію, зменшується, і при ωS 
= (6÷8)∙ωP ця пряма є горизонтальною, період коливань збільшується, а 
амплітуда – зменшується (рис. 4.32). Для лівої сторони при ωS = 6∙ωP і β = 0° 
залежності коливаються біля значення 0.1кефk , а при ωS > 7∙ωP залежність 
лежить вище горизонталі 0.1кефk . Для правої сторони описані залежності 
мають протилежний характер, при цьому лінією дзеркальної симетрії є 
горизонталь 0.1кефk  (рис. 4.32, б). 
Радіуси округлення на лівій кромці при зростанні основної кругової 
подачі в діапазоні ωS = (1÷8)∙ωP зростають (рис. 4.33). Для лівої кромки при 
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z < 0 та для правої кромки при z > 0 значне зростання має місце у околі 
додаткової швидкості кругової подачі ωS = 1∙ωP (рис. 4.33, а, г). Максимальні 
радіуси округлення досягають R = 70 мкм. В діапазоні швидкостей 
додаткової кругової подачі ωS = (2÷6)∙ωP радіуси не перевищують 20 мкм, а 
при ωS = (6÷8)∙ωP та ωa = (6÷8)∙ωP радіуси зростають в більшій степені. При 
3∙ωP < ωS < 4.5∙ωP в діапазоні додаткових кругових подач ωa = (4÷6)∙ωP 
з’являється локальний максимум, що досягає 30 мкм. При зростанні основної 
кругової подачі цей локальний максимум зникає при ωS = 6∙ωP на лівій 
стороні і при ωS ≈ 5.7∙ωP на правій стороні. При цьому максимальні радіуси 
досягають значень R=42.6 мкм і R=35.7 мкм, відповідно, при ωS = 8∙ωP. 
Для лівої кромки при z > 0 та для правої кромки при z < 0 (рис. 4.33, б, 
г) трансформація залежностей радіусів округлення від додаткової кругової 
подачі дещо відмінний характер: 
- максимальні значення радіусів округлення менші (наприклад, при ωS 
= 8∙ωP не перевищують значення R = 50 мкм); 
- відбувається зсув максимальних значень в напрямку збільшення 
додаткової кругової подачі. При цьому "допікові" значення радіусу 
зменшуються, доки при ωS ≈ 5.2∙ωP і ωa = 0 кромка не перестане оброблятись 
(R = 0 мкм), а "запікові" значення радіусу збільшуються значно більше, ніж в 
попередньому випадку і досягають двох третин від максимуму. При 
швидкостях кругової подачі ωS > 5.2∙ωP зона нульових значень радіусу 
округлення зростає і при ωS = 8∙ωP займає діапазон ωa ≈ (0÷2.6)∙ωP. 
При зростанні величини основної кругової подачі ωS > 1∙ωP залежності 
вихідних кінематичних параметрів помітно "згладжуються" (рис. 4.32, рис. 4.33, 
рис. Г.31 - рис. Г.34). Розкид відхилень радіусів округлень при цьому значно 
зростає при всіх швидкостях додаткової кругової подачі ωa за виключенням 
околу значення ωa = 1∙ωP, яке при зростанні швидкості основної кругової 
подачі ωS зміщується до значення ωa = 2∙ωP. Дана закономірність свідчить 
про погіршення форми кромки при зростанні швидкості основної кругової 





а)       б) 
Рис. 4.30. Залежності інтегрального критерію інтенсивності МАО від кругових подач 
(β = 0°; z < 0; ξ = 60°; ωa > 0): а) ліва сторона зуба; б) права сторона зуба 
  
а)       б) 
  
в)       г) 
Рис. 4.31. Залежності радіусів округлення від кругових подач (β = 0°; ξ = 60°; 
ωs=(0÷1)ωP, ωa<0): а) ЛЕ, z < 0; б) ЛЕ, z > 0; в) ПЕ, z < 0; г) ПЕ, z > 0 




а)      б) 
Рис. 4.32. Залежності інтегрального критерію інтенсивності МАО від кругових подач 
(β = 0°; z < 0; ξ = 60°; ωs=(1÷8)ωP, ωa>0): а) ліва сторона зуба; б) права сторона зуба 
 
  
а)       б) 
  
в)      г) 
Рис. 4.33. Залежності радіусів округлення від кругових подач (β = 0°; ξ = 60°; 
ωs=(1÷8)ωP, ωa>0): а) ЛЕ, z < 0; б) ЛЕ, z > 0; в) ПЕ, z < 0; г) ПЕ, z > 0 




Реверс швидкості додаткової кругової подачі ωa до призводить до таких 
змін залежностей інтегрального критерію інтенсивності, радіусів округлення 
та відхилень (рис. 4.34, а): 
- зміни фази коливань інтегрального критерію інтенсивності МАО на 
протилежну та збільшення розмаху коливань значення критерію при малих 
швидкостях кругових подач (ωa = (0÷3)∙ωP, ωS = (0÷3)∙ωP) і зменшення його 
значень при ωa = (3÷8)∙ωP і ωS = (0÷3)∙ωP; 
- збільшення залежності інтегрального критерію від швидкості 
додаткової кругової подачі; 
- при зростанні швидкості основної кругової подачі ωS максимуми 
залежностей радіусів від додаткової кругової подачі ωa зміщуються в сторону 
зростання модуля швидкостей ωa на всіх кромках зуба (рис. 4.35); 
- наявність при ωS ≥ 5.73∙ωP для всіх кромок зуба одного або двох 
діапазонів швидкості додаткової кругової подачі ωa, в межах яких кромки не 
обробляються (радіус кромки дорівнює нулю); 
- зменшення максимальних величин радіусів округлення на кромках 
правої сторони зуба (рис. 4.33 та рис. 4.35). 
Залежності відхилень радіусів при обох напрямках додаткової кругової 
подачі ωa мають в принципі однаковий характер, про що свідчить порівняння 
залежностей на рис. Г.31 - Г.34 та рис. Г.35 - Г.38. 
Параметри найкращих із можливих форма кромок в діапазонах зміни 
швидкостей кругових подач ωS = (0÷8)∙ωP та |ωa| = (0÷8)∙ωP приведені у 
табл. Г.11 - Г.16. Приклад форми кромки, однієї із наведених в зазначених 
таблицях показаний на рис. Г.39. 
Аналіз даних, наведених в таблицях Г.10 - Г.15 показує, що режими, за 
якими отримуються найкращі форми, для різних кромок одного зуба не 
співпадають. Тобто не існує режимів, які одночасно дають можливість 
отримати найкращі параметри всіх чотирьох кромок зуба. Тому постає 
задача знайти режими, які дозволяють отримати параметри кромок, що 





а)       б) 
Рис. 4.34. Залежності інтегрального критерію інтенсивності МАО від кругових подач 
(ωa < 0): а) ліва сторона зуба; б) права сторона зуба 
 
  
а)       б) 
  
в)       г) 
Рис. 4.35. Залежності радіусів округлення від кругових подач (β = 0°; ξ = 60°; ωa < 0): 




Про можливість знаходження таких режимів свідчать залежності швидкості 
додаткової кругової подачі від швидкості основної кругової подачі, при яких 
кромки мають найменші для даної швидкості ωS основної кругової подачі 
відхилення від дуги кола (рис. 4.36). 
За представленими залежностями такими режимами можуть бути ωS = 
0.2∙ωP, ωa ≈ 0.4∙ωP; ωS ≈ 0.9∙ωP, ωa ≈ 4.5∙ωP (рис. 4.36, а); ωS ≈ 3.0∙ωP, ωa ≈ 1.0∙ωP 
(рис. 4.36, б); ωS ≈ 6.0∙ωP, ωa ≈ (1.5÷3.0)∙ωP (рис. 4.36, б). Пошук режимів у 
вказаних діапазонах швидкостей дав результати, представлені в табл. 4.13. 
Аналіз представлених даних за середнім розкидом відхилень дає такі 
результати (в порядку розташування в таблиці): Rδcp1 = 0.16, Rδcp2 = 0.22, 
Rδcp3 = 0.26, Rδcp4 = 0.30. Тобто найкращі результати дає перший режим: ωS = 
0.2∙ωP, ωa = 0.4∙ωP. За значенням інтегрального критерію найкращим є 
четвертий режим ωS ≈ 6.0∙ωP, ωa ≈ 2.85∙ωP. 
  
а)       б) 
Рис. 4.36. Залежності швидкостей додаткової кругової подачі від швидкості основної 
кругової подачі, при яких кромки мають найменші для даної швидкості ωS основної 
кругової подачі відхилення від дуги кола (β = 0°; z < 0; ξ = 60°; ωa > 0, ωS > 0): а) ωS = 
(0÷1)∙ωP; б) ωS = (1÷8)∙ωP 
Тому можна рекомендувати два способи обробки [20]: 
- за першим переходом для отримання найкращих із можливих форм 
кромок на режимах, які їх забезпечують, як, наприклад, ωS = 0.2∙ωP, ωa = 
0.4∙ωP. За другим переходом обробити робочі поверхні зубів за режимах, що 
характеризуються оптимальними (або близькими до них) значеннями 
інтегрального критерію; 
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4.2.1.4. Обробка з застосуванням основної кругової подачі, розвороту та 
осциляції 
Швидкість осциляції визначимо як похідну за часом залежності (4.17), 













Вплив осциляції на вихідні кінематичні параметри процесу обробки 
простежимо на режимах, при яких було отримано найкращі форми кромок 
(табл. Г.9, 4.11). Амплітуда осциляції АО = 2.5 мм. 
Наявність осциляції при обробці з застосуванням основної кругової 
подачі та розвороту призводить до таких змін вихідних кінематичних 
параметрів (табл. Г.17): 
- до зменшення інтегрального критерію інтенсивності при швидкостях 
осциляції VOмакс < 0.20 м/с в межах кількох десятих 5.03.0  кефk ; 
- незначної зміни величини радіусу округлення - збільшення або 
зменшення в залежності від кількості подвійних ходів та розташування 
кромки на зубі (рис. 4.37); 
- незначного покращення форми кромки: максимальні відхилення 
зменшуються при малих швидкостях осциляції (VOмакс < 0.16 м/с) і 
погіршення при 0.16 м/с < VOмакс < 0.20 м/с (рис. 4.37); 
- зростання швидкості осциляції VOмакс > 0.20 м/с призводить до різкої 
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зміни кількості подвійних ходів, при яких можна отримати найкращі за 
формою кромки. 
  
а)       б) 
 
в) 
Рис. 4.37. Залежності радіусу Rcp та відхилень R𝛅ср радіусу від швидкості осциляції 
(β = 0°; ξ = 60°; ωa = 0, ωS = 6∙ωP): а) радіусів округлень; б) відхилень; в) середнього 
розмаху 
4.2.1.5. Обробка з застосуванням основної і додаткової кругових подач та 
осциляції 
Вплив осциляції на вихідні кінематичні параметри процесу обробки 
простежимо на режимах, при яких було отримано найкращі форми кромок 
(табл. Г.11-Г.15). Амплітуда осциляції АО = 2.5 мм. 
Співставлення даних табл. 4.13 та табл. Г.18 дозволяє зробити 
висновок, що при обробці на режимі ωS = 0.2∙ωP, ωa = 0.4∙ωP з використанням 
осциляції вздовж осі колеса в цілому форма кромки погіршується. Розмах 
середніх відхилень зростає з Rδcp = 0.16 до Rδcp = 0.21 при зростанні частоти 
коливань до nдвх = 50 (VOмакс = 0.25 м/с), крім частоти nдвх = 20, при якій 
розмах середніх відхилень зменшується до Rδcp = 0.13. При зростанні частоти 
до nдвх ≥ 20 радіус округлення зменшується в середньому на 6%, крім 
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режиму з nдвх = 10, коли радіус збільшується на 2%. Звертають увагу на себе 
режими при nдвх = 6, nдвх = 8, nдвх = 10 та nдвх = 50, при яких виконується 
значне зрізання кромки, про що свідчать мінімальні відхилення 𝛿мін = −0.23 
мкм, 𝛿мін = −0.30 мкм, 𝛿мін = −0.27 мкм та 𝛿мін = −0.30 мкм. 
Таким, чином осциляція не призводить до значного покращення 
вихідних кінематичних параметрів МАО [20]. Причиною, цього є те, що рух 
осциляції виконується вдовж лінії зуба. 
4.2.2. Кінематика обробки над кільцевою ванною 
4.2.2.1. Обробка робочих поверхонь зубів 
В порівняні з обробкою зубчастих коліс в кільцевій ванні, обробка над 
кільцевою ванною потребує додаткових досліджень кінематики з таких 
причин [31, 32]: 
- обмеженість простору параметрів   ,,  в рухах основної та 
додаткових кругових подач; 
- необхідність визначення вхідних кінематичних параметрів (кут 
нахилу ξ, кут розвороту α, співвідношення номінальних швидкостей 
головного руху та кругової подачі 00 PS VV ), при яких вихідні кінематичні 
параметри (кути атаки, критерій інтенсивності МАО) будуть мати 
оптимальні, або близькі до них, значення; 
- визначення розмірів робочої зони за відомими параметрами зубчастих 
коліс та кутами нахилу ξ та розвороту α і навпаки. 
Під час аналізу кінематики визначались кути атаки, сумарна швидкість 
різання, її нормальна і тангенційна складові і їх співвідношення, та 
інтегральний критерій інтенсивності МАО [35]. Попередніми дослідженнями 
[29] встановлено, що при обробці робочих поверхонь зубів застосування 
додаткової кругової подачі є недоцільним. Доцільним є застосування 
фіксованих кутів розвороту, які визначаються за залежностями інтегрального 
критерію інтенсивності МАО від кута розвороту  . 
В діапазоні величин модулів (0÷5 мм) та величин швидкості основної 
кругової подачі   00 0.10.0 PS VV  , розподіл кінематичних параметрів по 
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висоті зуба є досить рівномірним (рис. 4.38): при зміні кута розвороту в межах 
α = 10÷40° розкид критерію по висоті зуба змінюється в межах 8.7 ÷ 9.4% 
(рис. 4.38, а). При зміні швидкості основної кругової подачі в межах 
10 ps   ( 15.00 PS VV  при ммDcp 1000 ) розкид критерію по висоті 
зуба змінюється в межах 9.2÷8.34% (рис. 4.38, б), тобто при збільшенні 
величини кругової подачі розкид зменшується. Збільшення швидкості 
основної кругової подачі з 2ps   до 4ps   (VS/VР ≈ 0.3÷0.6∙VP) (рис. 
4.38, в) приводить до збільшення розкиду критерію з 8.34% до 9.68%.  
При цьому кут розвороту, при якому значення інтегрального критерію 
дорівнює оптимальному значенню ( 1кефk ), зменшується з 
301 кефk  до 
41 кефk  (рис. 4.39). Але при цьому відхилення сумарної швидкості різання V  
від 1 (умовної відносної номінальної величини швидкості) складає відповідно 35% 
при 2ps   і 54% при 4ps  . Тому користуватись значенням 
швидкості основної кругової подачі як регулятором значення критерію 
потрібно обережно, контролюючи значення сумарної швидкості різання. 
Таким чином розкид значень інтегрального критерію вздовж лінії зуба 
в діапазоні швидкостей кругової подачі 0.40 PS   ( 6.03.0 PS VV ) 
складає не більше 10% (рис. 4.40).  
Тому, зважаючи на невеликий розкид значень критерію інтенсивності 
(<10%) по висоті зуба та вздовж лінії зуба далі будуть приведені значення 
вихідних кінематичних параметрів (інтегрального критерію інтенсивності 
МАО, сумарних швидкостей різання та кутів атаки) в середній точці 
евольвенти (відносна величина 5.0 hhh y , де minrrhy   - поточна 




















та посередині лінії зуба. 
Як було встановлено раніше [29] зміна кутів розвороту дозволяє в 
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широких межах змінювати значення інтегрального критерію інтенсивності 
(рис. 4.39). При обробці зубчастих коліс над кільцевою зоною, як і при 
обробці деталей типу дискових фрез [35], важливим параметром є 
визначення ширини робочої зони H при заданих розмірах зубчастих коліс, 
діаметрі серединного циліндру кільцевої ванни cpD  та куті розвороту ±α. 
Ширина кільцевої ванни при заданих розмірах зубчастого колеса, куті 
розвороту ±α, куті нахилу ξ, визначається за крайніми положеннями точок 
перерізу верхньою торцевою площиною полюсних наконечників торцевих 
кругових кромок зовнішнього циліндру зубчастого колеса: нижнього при ξ < 
90°, верхнього при ξ > 90° та обох торцевих перерізів при ξ = 90°. Наприклад 
для колеса з розмірами ;30;5  zммm  ммB 40 ; при максимальному куті 
розвороту α = ±30°, куті нахилу ξ = 110° необхідна ширина робочої зони 
складає Н = 102 мм. При цьому ширина робочої зони не залежить від діаметра 
серединного циліндру кільцевої ванни та від кута розвороту α, крім діапазону 
|α| ≤ 20° при кутах нахилу ξ близьких до 90° (рис. 4.41). Зазначений діапазон 
зменшується при збільшенні відхилення кута нахилу від 90°.  
Встановлено [29], що при обробці прямозубих коліс в кільцевій ванні при 
кутах нахилу ξ = 0÷90°, за відсутності кругової подачі і прямолінійному 
головному русі в діапазоні модулів 101m  мм значення інтегрального 
критерію є постійним і дорівнює 5.0кефk . Для кільцевої ванни залежність 
 mfkкеф   має близький до лінійного характер. При зростанні діаметра 
серединного циліндру кільцевої ванни значення інтегрального критерію 
асимптотично наближається до значення 5.0кефk . 
При обробці над кільцевою ванною в діапазоні модулів 85.2 m  мм 
залежності  21,, CCDmfk допcpкеф    мають квадратичний, близький до 
лінійного характер (рис. 4.42). Іншою відмінністю обробки над кільцевою 





   
а) б) в) 
Рис. 4.38. Розподіл значень інтегрального критерію інтенсивності МАО по висоті 
зуба (m = 5 мм; z = 29; β = 0°; Dcp = 1000 мм; 𝜉 = 0°; 𝛿z = 0): а) ωS /∙ωP ≪ 1; б) ωS = 
(0÷1.0)∙ωP, αдоп = ±30°; в) ωS = 2∙ωP, ωS = 4∙ωP, αдоп = ±30° 
  
а)      б) 
Рис. 4.39. Залежності інтегрального критерію інтенсивності МАО на лівій стороні 
зуба від кута розвороту α (m = 5 мм; z = 29; β = 0°; Dcp = 1000 мм; 𝜉 = 90°; 𝛿z = 0; 𝛿h = 
0.1): а) ωS /∙ωP ≪ 1; б) ωS = 4∙ωP 
  
Рис. 4.40. Розподіл максимального 
значення інтегрального критерію 
інтенсивності МАО по висоті зуба (𝛿h) 
та вздовж лінії зуба: (m = 5 мм; z = 29; β 
= 0°; Dcp = 1000 мм; 𝜉 = 90°; 𝛿z = −В/2m÷ 
В/2m; ωS = 1.0∙ωP; αдоп = ±30°) 
Рис. 4.41. Залежність ширини робочої 
зони кільцевої ванни від кута розвороту α 
та кута нахилу 𝜉 (m = 5 мм; z = 29; β = 0°; 




 mfkкеф   з найменшими значеннями при cpD . При зменшенні 
величини діаметру серединного циліндру величини інтегрального критерію 
зростають. Причини різниці між залежностями  mfkкеф   при обробці в 
кільцевій ванні і над кільцевою ванною полягає в двох основних моментах: 
- при обробці над кільцевою ванною обробляється тільки відносно 
невеликий сегмент зубчастого вінця, тобто усереднення кінематичних 
величин виконується в межах цього сегменту; 
- стартовим значенням кута нахилу осі колеса є кут ξ0 = 90° при обробці над 
кільцевою ванною (ξ0 = 0° при обробці в кільцевій ванні [24, 29]). 
Схожий характер має залежність ),,( constDfk cpкеф    (рис. 4.43). 
При малих відхиленнях кута нахилу від 90° ≤ ξ ≤ 105° величини 
інтегрального критерію зростають при зменшенні діаметра серединного 
циліндру cpD  і зростанні кута розвороту α в середньому на величину 
034.0 кефk . При ξ > 105° зменшення cpD  призводить до зменшення 
величини критерію в середньому на величину 064.0 кефk . 
  
Рис. 4.42. Залежності максимального 
значення інтегрального критерію 
інтенсивності МАО на лівій стороні зуба 
від модуля та діаметра серединного 
циліндру (β = 0°; Dcp = 1000 мм; 𝜉 = 90°; 𝛿z 
= 0; 𝛿h = 0.5; ωS /∙ωP ≪ 1; da = const; 𝜓m = 
b/m = 8) 
Рис. 4.43. Залежності максимального 
значення інтегрального критерію 
інтенсивності МАО від кута розвороту 𝛼 
та кута нахилу 𝜉 (m = 5 мм; z = 29; β = 0°; 
B = 40 мм; 𝛿z = 0; 𝛿h = 0.5; ωS /∙ωP ≪ 1) 
Результатом названих чинників і напрямку швидкості кругової подачі 
також є характер залежності  fkкеф   інтегрального критерію від 
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величини і знаку кута нахилу гвинтової лінії зуба (рис. 4.44). Зміна діаметру 
серединного циліндру кільцевої ванни з ммDcp 200  до ммDcp
610  
змінює значення інтегрального критерію в межах 2.00  кефk . 
Навіть у вихідному положенні колеса (ξ = 90°, α = 0°) і відсутності 
основної кругової подачі розподіл кутів атаки на лівій і правій сторонах зуба 
несиметричний (табл. 4.14). Для дрібномодульних коліс різниця значень 
інтегрального критерію складає кілька десятих [29], а для модулів 5.2m  ця 
різниця досягає 3 кефk  (табл. 4.14). Причина полягає в тому, що в даній 
моделі права сторона зуба в кільцевій ванні обернена від кільцевої ванни і 
при малих діаметрах серединного циліндру і швидкостях основної кругової 
подачі вектор сумарної швидкості розташований таким чином, що в межах 
оброблюваного сегменту права сторона знаходиться в "тіньовій зоні" (рис. 
4.45, а). Зміна напрямку основної кругової подачі та зростання її величини і 
приводить до зростання значення інтегрального критерію (рис. 4.38, б, в; рис. 
4.46, б; табл. 4.14). При цьому для лівої сторони зуба найкращі результати 
можна отримати при від'ємному зміщенні 01 XX TT   (табл. 4.14; рис. 4.46, 
а), в той час як для правої сторони при 01 XX TT   (табл. 4.14; рис. 4.46, б). 
Потрібно зауважити, що при 01 XX TT   оброблюваний сектор ділиться 
осьовою площиною приблизно пополам (рис. 4.45, а). Необхідна ширина 
кільцевої ванни при зміщенні колеса в межах 01 XX TT   залишається незмінною. 
Таким чином для забезпечення якісної рівномірної обробки обох сторін 
зуба, яка контролюється значенням інтегрального критерію інтенсивності та 
рівномірністю його розподілу, можуть бути запропоновані три підходи до 
вибору кінематичних параметрів обробки: 
- за двома різними для лівої і правої сторони кутами розвороту та 
єдиним (загальним для правої та лівої сторін) зміщенням XT ; 
- за двома різними для лівої і правої сторони кутами розвороту та 





Рис. 4.44. Залежності максимального значення інтегрального критерію інтенсивності 
МАО на робочих поверхнях зуба від кута нахилу лінії зуба β: (𝛿z = 0; 𝛿h = 0.5; 𝜉 = 90°; 
αдоп = ±30°; ωS /∙ωP ≪ 1; da = const; 𝜓m = b/m = 8) 
ЛЕ – ліва поверхня зуба; ПЕ – права поверхня зуба 
Таблиця 4.14 
Кутові положення колеса при оптимальних значеннях критерію 
інтенсивності ( 1k ) та значення інтегрального критерію інтенсивності МАО 
при вихідному положенні колеса (
0кеф
k ) ( ммDcp 200 ; ξ = 110°, 
ммTX 5.260  ; 
90доп  5.0h ) вздовж лінії зуба 
Z, мм 
01 XX TT   0XT  05.0 XX TT   01 XX TT   
1k ,° 0кефk  1k ,° 0кефk  1k ,° 0кефk  1k ,° 0кефk  
4.00 PS VV , ліва сторона 
-20 -7.7 1.16 -25.1 1.47 -32.0 1.59 -37.4 1.69 
0 5.24 0.87 -11.2 1.26 -18.3 1.41 -24.5 1.54 
20 16.1 0.51 0.2 0.99 -7.05 1.19 -13.6 1.35 
1.00 PS VV , ліва сторона 
-20 13.1 0.64 -3.0 1.07 -10.2 1.24 -16.6 1.39 
0 23.2 0.11 7.5 0.78 0.21 0.99 -6.5 1.18 
20 32.6 -0.63 17.3 0.43 9.9 0.68 2.9 0.91 
1.00 PS VV , права сторона 
-20 -29.2 -0.36 -44.5 -1.30 -51.9 -1.55 -58.9 -1.73 
0 -20.1 0.34 -35.1 -0.66 -42.6 -1.13 -49.8 -1.47 
20 -11.1 0.70 -25.8 0.07 -33.4 -0.45 -40.8 -0.95 
1.00 PS VV , права сторона 
-20 -41.5 -1.28 -57.4 -1.67 -64.7 -1.80 -71.2 -1.97 
0 -31.6 -0.41 -47.0 -1.40 -54.4 -1.59 -61.3 -1.77 
20 -22.2 0.28 -37 -0.76 -44.8 -1.31 -51.9 -1.52 
4.00 PS VV , права сторона 
-20 -13.1 0.62 -27.9 -0.22 -35.4 -0.68 -42.8 -1.07 
0 -4.0 0.89 -18.5 0.49 -26.1 -0.02 -33.7 -0.50 





    
а) б) в) г) 
Рис. 4.45. Залежність сумарної швидкості різання на правій стороні зуба від кутових 
положень у рухах основної та додаткової кругових подач (m = 5 мм; z = 29; β = 0°; B = 
40 мм; 𝛿z = 0; 𝛿h = 0.5; Dcp = 200 мм; 𝜉 = 110°; TX = TX0; ωS /∙ωP = 4): а) початкове 
положення зуба в кільцевій ванні; б) сумарна швидкість; в) нормальна складова 
сумарної швидкості; г) тангенційна складова сумарної швидкості 
 
Рис. 4.46. Залежності інтегрального критерію інтенсивності МАО kкеф на робочій 
поверхні зуба від кута розвороту α (m = 5 мм; z = 29; β = 0°; B = 40 мм; 𝛿z = 0; 𝛿h = 0.5; 
Dcp = 200 мм; 𝜉 = 110°): а) ліва сторона, ωS /∙ωP = 1; TX = −TX0; б) права сторона ωS /∙ωP 




- за одним значенням кута розвороту та одним зміщенням, визначених 
для лівої сторони. 
Всі три підходи вимагають визначення середнього вздовж лінії зуба 
кута розвороту колеса за оптимальним значенням критерію інтенсивності (
1k ) (табл. 4.14; рис. 4.46).  
Для першого підходу величину вибирають як раціональне 
(компромісне) значення за значеннями інтегрального критерію. При цьому 
швидкість основної кругової для правої і лівої сторін може бути різна. 
Наприклад, таким набором параметрів може бути 0XпXл TT  ,  4cp , ωS /∙ωP 
= −4 ( 4.00 PS VV ) - для правої сторони і  23cp , ωS /∙ωP = 1 (VS /∙VP ≈ 
0.1) - для лівої сторони (табл. 4.14). Значення інтегрального критерію при 
цьому для правої сторони відповідно (для  5.0;0;5.0Z ) дорівнюють 
відповідно  21.1;99.0;76.0кефk . Середнє значення .99.0cpкефk  Для лівої 
сторони значення інтегрального критерію при цьому відповідно дорівнюють 
відповідно  74.0;0.1;23.1кефk . Середнє значення .0.1cpкефk  Відхилення 
сумарної швидкості різання від номінальної (VΣ = 1) складає 0.2 ÷ 0.45 (рис. 
4.42, б). В більшій мірі змінюється тангенційна складова сумарної швидкості 
(рис. 4.42, г) у порівнянні з нормальною її складовою. 
Для другого підходу таким набором параметрів може бути 
0XXп TT  , 
 4cp  ωS /∙ωP = −4 (VS /∙VP ≈ −0.4) - для правої сторони і 0XXл TT  , 
 7.6cp  або  0cp , ωS /∙ωP = 1 ( 1.00 PS VV ) - для лівої сторони (табл. 
4.14). Значення інтегрального критерію при  7.6cp  для лівої сторони 
дорівнюють  74.0;0.1;23.1кефk , 0.1cpкефk , а для  0cp  відповідно 
 91.0;18.1;39.1кефk , 16.1cpкефk  (табл. 4.14). 
Для третього підходу можна застосувати ті ж параметри для лівої 
сторони, що і для другого підходу. Для обробки правої сторони потрібно 
виконати розворот заготовки на кут 180  і виконати зміщення на 
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величину 0XпXл TT  , щоб права сторона зуба зайняла місце лівої і повторити 
процес обробки. 
Запропоновані підходи нерівнозначні. Перший є найпростішим для 
його реалізації. Другий підхід вимагає наявності приводу установочного 
переміщення 
XT . Третій підхід вимагає наявності приводів установочного 
переміщення 
XT  та установочного розвороту на кут  . З точки зору якості 
обробки перший підхід повинен забезпечувати найнижчу якість, а 
третій - найвищу. 
4.2.2.2. Обробка кромок 
Аналіз результатів досліджень кінематики МАО кромок між 
протилежно розташованими полюсними наконечниками та в кільцевій ванні 
призводить до висновку, що для отримання якісного округлення, необхідно, 
щоб модулі кутів атаки в площині b0n змінювались в межах 
     arctgarctg bn 90  (розділ 4). На відміну від обробки в 
кільцевій ванні можливий кут розвороту α обмежений значеннями ±30°, 
через хоч і розширеними, але обмежені розміри робочої зони [31, 32]. 
Завдяки цьому кромка не отримує якісного округлення. Тому звернемось до 
схеми, яка потенційно може забезпечити зміну кутів атаки в зазначених 
межах. Тобто до схеми з двома додатковими круговими подачами, які в 
даному випадку виконуються за залежностями (п. 4.4.2): 
  )sin(   Oдоп n  - в русі першої додаткової кругової подачі, 
  )sin(   Aдоп n  - в русі другої додаткової кругової подачі. В цьому 




















Параметри найкращих за формою кромок представлені у табл. Г.19 та 
Г.19. При ωS ≥ 1.0∙ωP ліва кромка при z<0 взагалі не обробляється, права при 
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z>0 обробляється мало. При 0.5∙ωP ≤ ωS ≤ 1.0∙ωP ліва кромка при z<0 і права 
при z>0 обробляються мало – при nА = 1÷25 та nО = 1÷25 розмах відхилень 
Rδ > (0.51÷0.67), значення інтегрального критерію біля лівої кромки при 
z<0 коливається відносно величин  87.0,43.0,07.0
An
кефk  та 
 05.1,68.0,2.0
On
кефk  при швидкостях основної кругової подачі ωS = {0.5, 
0.75, 1.0}∙ωP (рис. 4.47). 
  
а)       б) 
  
в)       г) 
Рис. 4.47. Залежності вихідних параметрів кінематики від величини другої 
додаткової кругової подачі nА (β = 0°, nО = 1 дв.х/об, αдоп = ±15°, 𝜉доп = ±30°, ∆n = 0.25; 
∆φ = 0.5; ωS = 0.75∙ωP): а) інтегральний критерій інтенсивності; б) радіус округлення 
R; в) відхилення 𝛅 радіусу округлення; г) форма кромки при nkA = 10 дв.х/об 
Зростання кількості подвійних ходів обох додаткових подач в межах nА 
= 1÷25 та nО = 1÷25 (відповідно і їх швидкостей в межах VAmax ≈ 0.02÷0.48 
м/с, VOmax = ≈ 0.025÷0.95 м/с) при малих швидкостях основної кругової 
подачі не призводять до покращення форми кромки. Наприклад, при ωS = 
0.25∙ωP розкид відхилень залишається досить високим для всіх чотирьох 
кромок і змінюється в діапазоні Rδ = 0.28÷0.54, а радіус округлення (для 
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найкращих форм) знаходиться в межах R = 0.6÷3.2 мкм. 
Зростання швидкостей додаткових кругових подач при ωS ≥ 1.0∙ωP 
призводить до таких змін в якості обробки кромок: 
- ліва кромка при z<0 і малих швидкостях додаткових подач (nА ≤ 5 та 
nО ≤ 5) не обробляється взагалі (див. наприклад табл. Г.19, Г.20). При nО = 1 
= const тільки при nА > 20 обробляється з радіусом R ≤0.2 мкм і розмахом 
відхилень, що досягають одиниці (Rδ = 0.99). Права кромка при z>0 має 
форму кромки з розмахом відхилення Rδ ≥ 0.78 і радіусом округлення 
R ≤1.0 мкм. При цьому залежності Rδ = f(nА) та Rδ = f(nO) мають вигляд 
майже прямокутних вузьких імпульсів висотою Rδ ≈ 1,  а між імпульсами Rδ 
= 0 (відповідно, і R = 0). Ліва кромка при z>0 і права при z<0 мають досить 
хороші показники якості обробки кромки (Rδ = 0.10÷0.25) при стабільних 
величинах радіусу R = 2.0÷4.9 при nА = 1 та nО = 1, R = 4.0÷5.4 при nА = 5 та 
nО = 5. Значення інтегрального критерію інтенсивності при цьому близьке до 
1 (табл. Г.19, Г.20); 
- при зростанні швидкостей додаткових подач (nА > 5 та nО > 5) тенденція 
зберігається: ліва кромка при z<0 і права кромка при z>0 обробляються мало, 
ліва кромка при z>0 і права кромка при z<0 обробляються з прийнятними і 
близькими параметрами при близьких швидкостях додаткових кругових подач. 
Наприклад, це можуть бути режими обробки, які вказані в табл. 4.15 та 4.16. 
При цих режимах значення інтегрального критерію інтенсивності близьке до 
оптимального 0.1кефk  (рис. 4.48, а), розмах відхилень радіусу округлення 
(рис. 4.48, б) не перевищує Rδ < 0.20 (рис. 4.48, г, д). 
При реверсі основної кругової подачі ліва кромка при z<0 і права кромка 
при z>0 за вихідними параметрами обробки кромки міняються місцями з 
правою кромкою при z<0 і з лівою при z>0 відповідно. Тобто, для обробки 
всіх кромок потрібно застосувати реверс основної кругової подачі при 




Раціональні режими обробки кромок зубчастого колеса (m = 5 мм; z = 29; 
 B = 20 мм; β = 0°, ωS = 1.0∙ωP; nА = const, nО = var, αдоп = ±15°, 𝜉доп = ±30°,  
𝛿h = 0.5; Dcp = 200 мм; TX = TX0; ∆n = 0.25; ∆υ = 0.5) (витримка із табл. Г.19) 
nА, дв.х/об  1 10 15 20 25 
nО, дв.х/об 5.75 15.75 9.0 24.5 24.0-24.75 
 
Таблиця 4.16 
Раціональні режими обробки кромок зубчастого колеса (m = 5 мм; z = 29; 
B = 20 мм; β = 0°, ωS = 1.0∙ωP; nА = var, nО = const, αдоп = ±15°, 𝜉доп = ±30°, 
𝛿h = 0.5; Dcp = 200 мм; TX = TX0; ∆n = 0.25; ∆υ = 0.5) (витримка із табл. Г.20) 
nО, дв.х/об 5 10 15 20 25 









а)       б) 
  
в)       г) 
Рис. 4.48. Залежності вихідних параметрів кінематики від величини першої 
додаткової кругової подачі nО (β = 0°, nА = 15 дв.х/об, αдоп = ±15°, 𝜉доп = ±30°, ∆n = 0.25; 
∆φ = 0.5; ωS = 1.0∙ωP): а) інтегральний критерій інтенсивності; б) радіус округлення 





4.3. Метод вибору раціональних режимів обробки 
поверхонь та кромок зуба 
Результати аналізу проведених досліджень дозволяють зробити 
висновок, що умови обробки робочих поверхонь зуба вздовж лінії зуба є 
відносно рівномірними. Але умови формування кромок навіть для однієї 
сторони зуба (лівої чи правої) при певних режимах можуть кардинально 
відрізнятись. Тому є неможливим знайти режими обробки, які для обох 
робочих сторін зуба та для чотирьох кромок дали б можливість отримати 
одночасно оптимальні значення інтегрального критерію інтенсивності МАО 
1
optкеф
k  та з мінімально можливими однаковими мінімальними розмахом 
відхилень радіусу округлення Rδ та середнім відхиленням δср близьким до 
нуля. Можливим є підбір "раціональних" режимів, використовуючи близькі 
за значенням параметри режимів (швидкості кругових подач, кути розвороту, 
швидкості осциляції), що забезпечують отримання близьких до оптимальних 
значень критеріїв якості обробки поверхні то форми кромки (див. табл. Г.10-
Г.20, 4.11, 4.13). Для заданих заготовки та верстата, при вибраних типу та 
розміру МАП, магнітній індукції в робочій зоні та заданій швидкості різання, 
типів і кількості відносних рухів деталі та МАІ, визначених (за результатами 
проведених досліджень) кута початкового розташування заготовки ξ, при 
заданих величинах розмаху відхилень 𝛿R і середнього відхилення 𝛿cp, 
граничному відхиленні інтегрального критерію інтенсивності kmin ≤ kкеф ≤ 
kmax, вибір раціональних режимів полягає у виборі в загальному випадку 
обмеженої кількості параметрів: 
- співвідношення складових сумарної швидкості різання VP:VS:Va:VO; 
- кута розвороту α. 
У більшості випадків для досліджених і рекомендованих схем обробки 
таких параметрів два (обробка з застосуванням основної кругової подачі та 
розвороту; обробка з застосуванням основної та додаткової кругових подач) і 
рідше три (обробка над кільцевою ванною). 
Для вибору зазначених вхідних кінематичних параметрів при об’ємній 
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обробці поверхонь та кромок пропонується використовувати таблиці з 
"найкращими" формами кромок (табл. Г.10-Г.20, 4.11, 4.13). Вибір режимів 
зводиться до наступного: 
- виконання розрахунків кінематики МАО за вибраною схемою 
обробки; 
- побудова таблиці з "найкращими" формами кромок для даної схеми 
обробки за формою табл. Г.10-Г.20; 
- за таблицею "найкращих" форм кромок в залежності від схеми 
обробки будуються множини пар вхідних кінематичних параметрів як 
функціональні залежності одного вхідного кінематичного параметра від 
іншого для всіх кромок зуба (наприклад, )( Sf    – для схеми з 
застосуванням основної кругової подачі та розвороту; )( Sa f    - для 
схеми з застосуванням основної та додаткової кругових подач (див. рис. 
4.36); )( OA nfn   при фіксованому значенні ωS - для обробки над кільцевою 
ванною; тут PSS   ; Paa   ); 
- вибираються значення параметрів, при яких залежності 
перетинаються в одній точці або при близьких значеннях. Наприклад, для 
залежності )( Sa f    (рис. 4.36) це значення основної кругової подачі 
 0.6,5.4,6.0,2.0S . Значення додаткової кругової подачі a  вибирається 
за таблицею із двох колонок – за основним значенням або з найближчих 
значень при дотриманні обмеження – найменшій різниці між 
optкеф
k  і 
кеф
k . 
За необхідності вибирається середня величина із найближчих значень a  і за 
нею виконується додатковий розрахунок для уточнення. 
Висновки 
1. Встановлено, що умови обробки між протилежно розташованими 
полюсними наконечниками є несприятливими для якісної обробки робочих 
поверхонь зубів за шорсткістю та отримання якісної форми кромок: 
- за відсутності осциляції модуль інтегрального критерію інтенсивності 
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має значення 0.2кефk  в діапазоні кутів розвороту α= −15÷+15° по всій 
довжині лінії зуба. Для модулів m≥2.5 різниця значень інтегрального 
критерію кефk  по висоті зуба близька до одиниці. Кромка прямозубих коліс 
не обробляється, обробка косозубих відбувається при кутах нахилу β ≥ 18°; 
- за наявності осциляції модуль інтегрального критерію інтенсивності має 
значення 7.13.1 кефk  в залежності від частоти осциляції в діапазоні кутів 
розвороту α= −15÷+15° по всій довжині лінії зуба. В залежності від кута нахилу 
зуба β і положення кромки, виконується обробка кромок, починаючи з певної 
величини швидкості осциляції. При цьому кромка має форму фаски. 
2. Показано, що на значення інтегрального критерію інтенсивності при 
МАО в кільцевій ванні впливають наступні параметри (в порядку зменшення 
ступеню впливу): кут нахилу осі колеса ξ, швидкості основної SV та додаткової 
aV кругових подач, кут нахилу лінії зуба β, кут розвороту α, діаметр 
серединного циліндру кільцевої ванни Dcp, модуль зубчастої передачі m. 
3. Встановлено, що при обробці в кільцевій ванні якісної обробки 
робочих поверхонь та округлення кромок зубів можна досягти 
застосуванням: 
- основної кругової подачі і фіксованих кутів розвороту; 
- двох кругових подач: основної та додаткової з реверсом однієї із них. 
Раціональними значеннями параметрів кінематики процесу МАО 
робочих поверхонь зубів коліс в кільцевій ванні є: кут нахилу осі колеса ξ = 
60÷70°; співвідношення швидкостей головного руху та кругової подачі 
8.01.0 0  PS VV . Напрямки поворотів в головному русі та установчому русі 
нахилу осі колеса на кут ξ повинні співпадати. 
Вибір значень кутів нахилу ξ та співвідношення швидкостей потрібно 
виконувати за залежностями інтегрального критерію інтенсивності МАО 
кефk  від кута розвороту α.  
4. Показано, що на значення інтегрального критерію інтенсивності 
МАО при обробці над кільцевою ванною впливають такі параметри (в 
порядку зменшення ступеню впливу): кут розвороту α (кут нахилу лінії зуба 
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β), швидкість основної SV  кругової подачі, зміщення XT  (положення вздовж 
лінії зуба z ), кут нахилу осі колеса ξ, модуль зубчастої передачі m, діаметр 
серединного циліндру кільцевої ванни cpD , положення по висоті зуба h . 
5. Для якісної обробки робочих поверхонь зубів над кільцевою ванною 
необхідно застосовувати три підходи до вибору кінематичних параметрів 
обробки: 
- за двома різними для лівої і правої сторони кутами розвороту л  і п  
та єдиним (загальним для правої та лівої сторін) зміщенням XпT  і XлT ; 
- за двома різними для лівої і правої сторони кутами розвороту л  і п  
та різними зміщеннями для правої XпT  та лівої сторін XлT ; 
- за одним значенням кута розвороту лп  та одним зміщенням пXлT , 
визначених для лівої сторони. 
6. Встановлено, що при обробці над кільцевою ванною високої якості 
робочих поверхонь та округлення кромок зубів можна досягти за рахунок 
застосування двох додаткових кругових подач: першої та другої, що мають 
коливальний характер, з реверсом основної кругової подачі. При цьому 
рекомендуються такі кінематичні параметри: кут нахилу осі колеса ξ = ±20°; 
співвідношення швидкостей головного руху та кругової подачі 
4.01.0 0  PS VV . Напрямки поворотів в головному русі та установчому русі 
нахилу осі колеса на кут ξ повинні співпадати: 0SV  - для лівої сторони 
зуба, 0SV  - для правої сторони. 
7. Показано, що вибирати раціональні режими об’ємної обробки 
поверхонь та кромок зуба доцільно за методом, який передбачає побудову 
функціональних залежностей двох вхідних кінематичних параметрів за 
даними про "найкращі" форми кромок, визначеними при аналізі кінематики 
процесу за мінімальної різниці між 
optкеф
k  і кефk , та знаходження точок 




ПРАКТИЧНА РЕАЛІЗАЦІЯ РЕЗУЛЬТАТІВ 
ТЕОРЕТИЧНИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 
З аналізу результатів теоретичних досліджень кінематики процесу МАО 
зубчастих коліс в умовах великих робочих зазорів за трьома схемами: між 
опозитно розташованими ПН, в кільцевій ванні та над кільцевою ванною, 
випливають такі висновки: 
- обробка між протилежно розташованими полюсними наконечниками не 
дає необхідної якості робочих поверхонь зубів за шорсткістю та якісних форм 
округлення кромки – за відсутності осциляції інтегральний критерій 0.2кефk , 
кромка має форму фаски і максимальне відхилення радіусу 5,0max R  для 
коліс з гвинтовим зубом. Кромки на прямозубих колесах не обробляються. Рух 
осциляції тільки при високих швидкостях (VO ≈ 0,5 м/с; n = 25 дв.х) дає 
зниження значень інтегрального критерію до 0,2кефk , але при цьому 
5,0max R . При VO ≤ 0,3 м/с; n = 15 дв.х кромки на прямозубих колесах не 
обробляються. Таким чином ця схема обробки в умовах великих робочих 
зазорів є неефективною. 
- обробка в кільцевій ванні та над кільцевою ванною при виборі певних 
режимів дає можливість отримати високу якість обробки робочих поверхонь 
зубів та форм кромок. Розроблено методи вибору таких режимів. 
Існує певний тип зубчастих коліс, наприклад, вал-шестерні насосів, які 
неможливо обробити ні в кільцевій ванні, ні над кільцевою ванною. 
Враховуючи необхідність фінішної обробки таких деталей, певні досягнення в 
їх обробці за схемою між опозитними ПН в умовах малих робочих зазорів [8, 
11, 12] та результати проведених теоретичних досліджень, доцільно 
удосконалити цю схему в напрямку одночасної обробки шийок, торців та 
кромок зубів вал-шестерень. 
Розроблені рекомендації та методи аналізу та вибору раціональних 
режимів обробки робочих поверхонь та кромок зубів потребують 
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експериментальної перевірки. Оскільки схема обробки над кільцевою ванною 
за кінематикою є, по суті, підвидом обробки в кільцевій ванні (обробляються 
одночасно зуби тільки в обмеженому секторі вінця колеса і установчий рух 
нахилу осі колеса замінено на круговий рух осциляції) то експериментальну 
перевірку можна зосередити на схемі обробки в кільцевій ванні, яка технічно 
просто реалізується на існуючій експериментальній установці. 
5.1. Магнітно-абразивна обробка валів-шестерень насосів 
5.1.1. Об’єкти обробки, вимоги та МАП 
До якості обробки опорних цапф і торців зубчастих вінців валів-
шестерень насосів, які використовуються в гідромеханічних передачах, 
пред'являються такі типові вимоги: твердість 57...63 HRC (при цементації на 
глибину 0,7...1,3 мм, або нітроцементації на глибину 0,4...0,8 мм); шорсткість 
торців і цапф Ra = 0,16 мкм при вихідній шорсткості 0,63 мкм; радіус 
округлення кромок зубів по евольвенті і западині 0,06 – 0,15 мм, біля вершини 
зуба – до 0,06 мм. Креслення типового представника об’єктів обробки 
представлена на рис. Д.1 (додаток Д), загальний вигляд – на рис. Д.2.  
5.1.2. Експериментальна установка для обробки зубчастих коліс між 
протилежно розташованими полюсними наконечниками 
Традиційне застосування для обробки циліндричних поверхонь малих 
робочих зазорів при одночасній обробці циліндричної та торцевої поверхні 
зубів шестерні і округлення кромок зубів не прийнятне. Це пов'язано з 
особливостями формування в робочих зазорах магнітно-абразивного 
порошкового інструменту і складністю поєднання таких технологічних 
операцій як процес полірування та округлення кромок. Для виконання процесу 
полірування в умовах малих робочих зазорів доцільно застосування МАП з 
розміром частинок 300/100 мкм. Проте здійснити ефективний процес 
округлення кромок на торцях зубів в умовах малих зазорів із застосуванням 
вказаних розмірів частинок порошку достатньо проблематично - через низьку 
абразивну здатність дрібних порошків і складності реалізації процесу 
округлення в умовах малих зазорів. Теоретичні дослідження кінематики 
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обробки коліс між протилежно розташованими полюсами за відсутності і за 
наявності осциляції та розвороту заготовки в цілому показали малу 
ефективність способу, як при обробці поверхонь, так і при округленні кромок. 
У зв'язку з цим запропоновано використання чотириполюсної схеми 
обробки з клиновидними робочими зазорами [28, 170] (рис. 5.1, табл. 5.1), 
величина яких є проміжною між величиною малих зазорів (h ≤ (7÷10)λ) та 
величиною великих зазорів (h ≫ (7÷10)λ). 
Таблиця 5.1. 
Основні технічні характеристики установки для обробки коліс між протилежно 
розташованими ПН 
Базовий верстат Токарно-гвинторізний 
верстат 1А616 
Число ступенів частот прямого обертання шпинделя 21 
Частота обертання шпинделя, об / хв. 9...1800 
Число ступенів частот обертання валу механізму осциляції 21 
Межі обертів валу механізму осциляції, об / хв 0.17...2.4 
Найбільший діаметр оброблюваного колеса, мм 80 
Найбільша ширина вінця оброблюваного зубчастого 
колеса, мм 
60 
Найбільша довжина заготовки, мм 710 
Максимальна магнітна індукція в робочому зазорі (за 
відсутності порошку), Тл. 
0.7 
На робочій поверхні ПН зі сторони радіального робочого зазору виконані 
гвинтові канавки, напрямок яких вибраний таким чином, щоб при обертанні 
заготовки в бік зменшення клиновидного зазору МП, ковзаючи по канавках, 
переміщувався б до торців зубчастого вінця. ПН установки мають полярності, 
розташовані в шаховому порядку; радіальний серповидний робочий зазор та 
гвинтові канавки є дзеркально симетричними відносно площини симетрії ПН, 
що проходить через вісь деталі. Робочі поверхні ПН, поверхні міжполюсних 
вставок, ложа та накладок (рис. 5.1, б) утворюють робочу зону. Робоча зона 
установки несиметрична відносно площини, яка перпендикулярна площині 
симетрії ПН і проходить через вісь деталі, кут обхвату ПН шийки є меншим 
180º. ПН надається плоско-паралельний рух в площині перпендикулярній осі деталі 
по колу, радіус якого не перевищує половини найменшого радіального робочого 







Рис. 5.1. Експериментальна установка з протилежно розташованими ПН: а) загальний 
вигляд; б) робоча зона  
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МАП із робочої зони та забезпечують рівномірність розподілу МАП по 
робочому зазорі. 
Оброблювана заготовка розміщується в робочій зоні установки [170] 
згідно рис. 5.2. Попередні дослідження МАО одночасної обробки цапфи та 
торця валів-шестерень [28] виконували на лабораторній установці, що містила 
тільки два полюсні наконечники, тобто з однієї правої сторони (рис. 5.2, б) без 
руху осциляції. Використовувались МАП марок ПОЛМАМ-Т, ФЕРРОМАП, 
ПОЛІМАМ-М, ЦАРАМАМ, Ж15КТ. 
 
Рис. 5.2. Розташування заготовки в робочій зоні установки з протилежно 
розташованими полюсними наконечниками 
Після отримання попередніх результатів та вибору режимів і МАП, була 
виконана обробка на установці з чотирма ПН з шаховим розташуванням МП і 
рухом осциляції. Число обертів валу механізму осциляції no = 1÷2 с
-1
. 
Для якісного аналізу зміни форми кромки при обробці валів-шестерень 
використовували інструментальний мікроскоп ИМЦ-100-50М, подвійний 
мікроскоп Лінника МИС-11 та растровий електронний мікроскоп РЕМ-106И. 
5.1.3. Результати МАО валів-шестерень 
На цапфі шорсткість вимірювалася в 10 зонах навпроти западин зубів 
шестерень, вздовж твірної, а на торці зубів - в радіальному напрямі. У таблицях 
5.2 - 5.8 приведені усереднені значення величини Ra. 




Результати обробки вала-шестерні (МАП ЦАРАМАМ, λ = 315/200 мкм без 





















𝛿р = 1 мм, 𝛿Т = 1 мм )* 
1. t = (30 с+30 с)·2=120 с )**; n = 450 хв-1. 0,2 0,12 0,2 0,11 25÷41 
2. t = (30 с+30 с)·1=60 с; n = 450 хв-1 0,2 0,125 0,32 0,09 21÷37 
3. t = (30 с+30 с)·1=60 с; n = 630 хв-1 0,27 0,13 0,18 0,24 27÷45 
4. t = (30 с+30 с)·2=120 с; n = 630 хв-1 0,27 0,1 0,18 0,24 35÷48 
5. t = (30 с+30 с)·1=60 с; n = 900 хв-1 0,57 0,28 0,36 0,18 32÷44 
6. t = (30 с+30 с)·2=120 с; n = 900 хв-1 0,57 0,29 0,36 0,2 45÷60 
𝛿р = 2 мм, 𝛿Т = 1 мм 
7. t = (15 с+15 с)·2=60 с; n = 630 хв-1 0,52 0,23 0,35 0,12 22÷37 
8. t = (15 с+15 с)·4=120 с; n = 630 хв-1 0,52 0,24 0,35 0,12 29÷41 
9. t = (15 с+15 с)·2=60 с; n = 450 хв-1 0,25 0,13 0,24 0,15 18÷33 
*𝛿р - робочий зазор між цапфою та полюсним наконечником, 𝛿Т - робочий зазор між 
торцем та полюсним наконечником (див. рис. 5.1); 
** t - час обробки (перше значення в дужках – обертання в одному напрямку, друге 
значення – в зворотному). 
 
Таблиця 5.3 












Цапфа Торець шестерні 
До МАО Після 
МАО 
До МАО Після 
МАО 
𝛿р = 2 мм, 𝛿Т = 1,5 мм, В=0,7 Тл, В1=0,6 Тл)*, t = (15 с+15 с)∙2=60 с 
10. n = 450 хв-1. 0,39 0,1 0,31 0,11 18÷27 
11. n = 900 хв-1 0,28 0,14 0,27 0,12 30÷42 
12. n = 630 хв-1 0,21 0,13 0,25 0,09 25÷38 
*В1 – магнітна індукція в торцевому робочому зазорі величиною 𝛿Т 
Таблиця 5.4 
Результати обробки валів-шестерень (МАП ФЕРРОМАП λ = 400/315 мкм, без 






















𝛿Т = 1,5 мм; В1=0,6 Тл; 
t = (15 с+15 с)∙2=60 с; n = 450 хв-1. 
0,21 0,09 0,33 0,1 19÷28 
14. 
𝛿Т = 1 мм; В1=0,75 Тл;  
t = (30 с+30 с)∙1 = 60 с; n = 630 хв-
1
 






Результати обробки валів-шестерень (МАП ПОЛІМАМ-М λ = 400/315 мкм, без 








Шорсткість Ra, мкм Радіус 
кромки 
R, мкм 










𝛿Т = 1,5 мм; В1=0,65 Тл; 
t = (15 с+15 с)∙2=60 с; n = 450 хв-1. 
0,2 0,13 0,34 0,17 17÷23 
16. 
𝛿Т = 2 мм; В1=0,6 Тл; 
t = (30 с+30 с)∙1=60 с; n = 630 хв-1 
0,31 0,12 0,39 0,2 18÷24 
 
Таблиця 5.6 
Результати обробки валів-шестерень (МАП ФЕРРОМАП, λ = 400/315 мкм, 












Цапфа Торець шестерні 
До МАО Після 
МАО 
До МАО Після 
МАО 
17. t = (15 с+15 с)∙2=60 с; n = 450 хв-1 0,21 0,06 0,33 0,09 8÷12 
18. t = (15 с+15 с)∙2=60 с; n = 900 хв-1 0,39 0,1 0,3 0,13 9÷14 
19. t = (15 с+15 с)∙4=120 с; n = 900 хв-1 0,39 0,1 0,3 0,13 10÷16 
 
Таблиця 5.7 
Результати обробки валів-шестерень (МАП ФЕРРОМАП, λ = 400/315 мкм, 














Цапфа Торець шестерні 
До МАО Після 
МАО 
До МАО Після 
МАО 
1. t = (15 с+15 с)∙2=60 с; n = 450 хв-1 0,23 0,05 0,33 0,08 6÷10 
2. t = (15 с+15 с)∙2=60 с; n = 900 хв-1 0,29 0,06 0,32 0,09 7÷12 
3. t = (15 с+15 с)∙4=120 с; n = 900 хв-1 0,25 0,04 0,32 0,09 8÷14 
 
 
Рис. 5.3. Профілограма поверхні цапфи після МАО (верхня) і до МАО (нижня) при 














Рис. 5.4. Зовнішній вигляд кромок зубів валів - шестерень: а, в – до МАО; б, г, д – після 
МАО; б, г – за традиційною схемою розташування МП на режимі, вказаному в рядку 2 
табл. 5.4; д - за схемою розташування МП в шаховому порядку на режимі, вказаному в 
рядку 2 табл. 5.7; а, б – зображення, одержані на мікроскопі Лінника; в, г - зображення 




кромок (табл. 5.2 - 5.5, рис. 5.3, рис. 5.4) дають змогу стверджувати, що 
використані режими обробки та МАП дозволяють досягти потрібних результатів 
(шорсткості поверхні та радіусів округлень) при використанні робочого зазору 
2 мм ≤ 𝛿р ≤ 4 мм. Найкращі результати дають режими (МАП – ФЕРРОМАП; 
зернистість λ = 400/315 мкм; ЗОТС – АСФОЛ):  
- 𝛿р = 2 мм, 𝛿Т = 2 мм (5 ≤ 𝛿/λ ≤ 6), В = 0,7 Тл; В1 = 0,6 Тл; (табл. 5.6); 
- 𝛿р = 𝛿Т = 3 мм (7 ≤ 𝛿/λ ≤ 9); В = 0,55 Тл; В1 = 0,45 Тл, no = 2 хв
-1
 (табл. 5.7). 
Форма кромки при обробці за схемою розташування МП в шаховому 
порядку [170] (рис. 5.4, д) має значно кращу форму ніж при обробці за 
традиційною схемою розташування МП [28] (рис. 5.4, г). 
5.2. МАО зубчастих коліс в кільцевій ванні з застосуванням 
кругової подачі та розвороту 
5.2.1. Об’єкти обробки, МАП та режими обробки 
Загальний вигляд об’єкту обробки з параметрами: m = 0.7 мм, z = 18, b = 5 
мм, матеріал сталь 42CrMo4 (1.7225), твердість 58 HRC, представлений на рис. 
Д.2, в. Для отримання вихідної гострої кромки колеса шліфувались по обох 
торцях. Вихідна середня шорсткість робочої поверхні зубів Ra = 2.14 мкм, 
радіуси кромок зубів до МАО R = 3.6÷5.9 мкм. 
Для обробки зубчастих коліс в кільцевій ванні і над кільцевою ванною 
використовувалась експериментальна магнітно-абразивна роторна установка 
(розділ 2.4., рис. 2.5). Дослідження виконували з використанням МАП марки 
ПОЛМАМ-Т зернистістю λ=200/160 мкм з використанням ЗОТС АСФОЛ. 
За попередніми розрахунками раціональних режимів обробки даного колеса 
(табл. Д.1 та Д.2) встановлено, що можливими значеннями кутів розвороту для 
застосування при обробці поверхонь зубів та кромок є кути в околі значень α = 55, 
100, 125, 300, 275, 125, 235°, та в діапазонах α = 160÷200°, α = 340÷360 при 
швидкості кругової подачі ωS = ±6ωP (при якій інтегральний критерій близький до 
одиниці, див. табл. 4.10 та рис. 4.11). Для полегшення вибору кінематичних 
параметрів обробки залежності радіусу округлення (рис. 5.5, а), розмахів R𝛿 
відхилень радіусу округлення від кута розвороту α (рис. 5.5, б) для всіх кромок 
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зуба і двох напрямках швидкості основної кругової подачі зведені на одному 
графіку. За результатами аналізу обох графіків встановлено, що існує чотири 
діапазони кутів розвороту з прийнятними параметрами округлення кромок в околі 
кутів α = {60°, 120°, 240°,300°}. Ці діапазони характеризуються найнижчими 
відхиленнями форми кромок і характером залежності величини радіусу 
округлення від напрямку кругової подачі та положення на зубі: при одній і тій же 
швидкості кругової подачі, кромки що знаходяться на різних торцях колеса і на 
одній стороні зуба округлюються з "малим" (2 мкм ≤ R ≤ 3 мкм) та "великим" (R 
< 1 мкм) радіусами (рис. 5.3, а). При зміні напрямку швидкості кругової подачі 
кромки "обмінюються" величинами радіусу округлення. За необхідності отримати 
малі радіуси округлення (0 мкм ≤ R ≤ 1 мкм) можна використати кути розвороту 
в околі значень α = {90°, 270°}. 
5.2.2. Результати МАО коліс в кільцевій ванні 
Для експериментальної перевірки достовірності отриманих результатів 
розрахунку вхідних кінематичних параметрів виберемо кут розвороту α = 305° 
при якому середня величина розмаху відхилень Rδ має мінімальне значення 
(рис. 5.5, в). Середні для чотирьох кромок зуба колеса розмахи Rδ відхилень 
радіусу округлення при цьому куті розвороту і швидкості основної кругової 
подачі ωS = ±6ωP мають мінімальні значення (рис. 5.5, г). 
Для округлення кромок на зубах досліджуваного колеса застосовані такі 
параметри: МАП марки ПОЛМАМ-Т зернистістю λ=200/160 мкм з 
використанням ЗОТС АСФОЛ; В = 0.25 Тл; ξ = 60°; кут розвороту α = 305°; 
швидкість головного руху ωР ≈ 16 рад/с (nР = 150 хв
-1) при діаметрі кільцевої 
ванни Dkv = 200 мм (VР = 1.6 м/с); швидкість основної кругової подачі ωS = 
±6ωP (nS = 900 хв
-1
), час обробки - 3 хвилини. Інша партія коліс оброблена при 
куті розвороту α = 0° і тій же швидкості основної кругової подачі. 
Параметри кромки (шорсткість, зазубреність та радіуси округлень) 
досліджуваних зразків та дрібномодульних зубчастих коліс вимірювались 
оптичним методом на установці MicroCAD premium (рис. 2.3, табл. 2.1). 
Кінетика величин радіусів округлення при розрахованих кінематичних 
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параметрах (рис. 5.6) показує, що: 
- залежності мають характер близький до лінійного; 
- середні значення радіусів округлення при куті розвороту α = 305° 
більші, ніж при куті розвороту α = 0°, що відповідає результатам розрахунків 
(рис. 5.5, а). 
В цілому характер експериментальних залежностей радіусів округлень 
відповідає результатам теоретичних досліджень (див. рис. 4.14). 
Результати дослідження при МАО зміни шорсткості робочих поверхонь 
зубів в залежності від кута розвороту (рис. 5.7) узгоджуються з раніше 
встановленими функціональними залежностями показників якості МАО від 
кінематичних параметрів процесу [35] та з результатами теоретичних 
досліджень розділу 4 (дивіться, наприклад, рис. 4.19 та рис. 4.23). Розбіжність 
між експериментальними та розрахунковими величинами не перевищує 15%. 
Порівняння усереднених величин зміни шорсткості на правій і лівій 
робочих сторонах зуба, отриманих експериментально, з розрахованими з 
використанням функціональних залежностей зміни шорсткості плоскої поверхні 
зразка зі сталі У9А після МАО від кута атаки [35], дає змогу стверджувати про 
достатньо високу відповідність теоретичних результатів експериментальним. 
Звичайно з урахуванням випадкових відхилень та похибок вимірювань. 
Результати вимірювання радіусів округлення на різних ділянках торцевих 
кромок зубів вказують на досить нерівномірний розподіл середніх величин 
радіусів кромок навіть після заточування – до 40% (рис. 5.8). Аналіз розкидів 
середніх величин радіусів кромок на відповідних ділянках кромок після МАО 
показує, що величина розкиду суттєво не змінилась для обох значень кутів 
розвороту. Величини радіусів округлень суттєво відрізняються для цих кутів 
розвороту. Середнє значення для всіх ділянок кромок зуба складає Rcp = 7.6 мкм 
для кута розвороту α = 0° і Rcp = 11.6 мкм для кута розвороту α = -55° (α = 305°). 
Середні значення Κ-фактору (рис. 5.9) після заточки і після МАО з кутом 
розвороту α = -55° складають Κср≈ 1.0, а після обробки при куті розвороту α = 




а)       б) 
  
  в)      г) 
Рис. 5.5. Залежності вихідних кінематичних параметрів процесу МАО округлення 
кромок колеса (m = 0.7 мм, z = 18, b = 5 мм, матеріал сталь 42CrMo4 (1.7225), твердість 
58 HRC; ωS = ±6ωP): а) радіусу округлення від кута розвороту; б) розмаху відхилень від 
кута розвороту; в) середніх розмахів відхилень радіусу округлення від кута розвороту; 
г) середніх розмахів відхилень радіусу округлення від швидкості кругової подачі 
 
 
Рис. 5.6. Кінетика зміни величини 
середніх радіусів округлення при МАО 
Рис. 5.7. Залежність зміни шорсткості 
робочих поверхонь зубів після МАО (кут 
нахилу осі відновлювального елементу 
β=60°; час обробки t = 180 c) 
Р – розрахунок за [35] (розділ 2.2.2, рис. 





а)       б) 
Рис. 5.8. Залежність радіусу округлення від кута розвороту та положення на торцевій 
кромці по контуру зуба: а) лівий торець; б) правий торець 
Впад – впадина; ЛівВерх – верхня частина лівої евольвенти: 𝛅h = 0.75÷1.0; ЛівНиз – 
нижня частина лівої евольвенти: 𝛅h = 0.0÷0.25; ПрНиз - нижня частина правої 
евольвенти: 𝛅h = 0.0÷0.25; ПрСр - середня частина правої евольвенти: 𝛅h = 0.25÷0.50 
  
а)       б) 
Рис. 5.9. Залежність Κ-фактору від кута розвороту та положення на торцевій кромці по 
контуру зуба: а) лівий торець; б) правий торець 
Впад – впадина; ЛівВерх – верхня частина лівої евольвенти: 𝛅h = 0.75÷1.0; ЛівНиз – 
нижня частина лівої евольвенти: 𝛅h = 0.0÷0.25; ПрНиз - нижня частина правої 
евольвенти: 𝛅h = 0.0÷0.25; ПрСр - середня частина правої евольвенти: 𝛅h = 0.25÷0.50 
 
а)       б) 
Рис. 5.10. Залежність зазубреності від кута розвороту та положення на торцевій кромці 
по контуру зуба: а) лівий торець; б) правий торець 
Впад – впадина; ЛівВерх – верхня частина лівої евольвенти: 𝛅h = 0.75÷1.0; ЛівНиз – 
нижня частина лівої евольвенти: 𝛅h = 0.0÷0.25; ПрНиз - нижня частина правої 
евольвенти: 𝛅h = 0.0÷0.25; ПрСр - середня частина правої евольвенти: 𝛅h = 0.25÷0.50  
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з обома кутами розвороту. Але для кута α = -55° (α = 305°) це зменшення є 
більшим: після МАО з кутом розвороту α = 0° середня зазубреність зменшилась 
на ∆Rt = 0.2 мкм, а після обробки з кутом розвороту α = -55° на величину ∆Rt = 
0.5 мкм. 
5.3. Проектування обладнання для МАО зубчастих коліс 
У [35] розроблена методика синтезу структурно-кінематичних схем 
(СКС) та структурних формул компонування (СФК) роторних верстатів для 
МАО на основі аналізу математичної моделі формоутворюючої системи 
верстату, яка представляється загальною матрицею координатних перетворень. 
Ця методика може бути застосована при проектуванні верстатів інших типів, 
зокрема верстатів для обробки між опозитно розташованими ПН. 
Враховуючи результати виконаних досліджень, для якісної обробки 
робочих поверхонь зубів та кромок на них, можна рекомендувати провадити 
аналіз кінематики процесу МАО зубчастих коліс та вибір установчих (кутів 
нахилу та розвороту) і режимних (кількості і типів відносних рухів та 
співвідношення їх швидкостей) кінематичних параметрів за: 
- середніми величинами інтегрального критерію інтенсивності МАО kкеф 
на робочих поверхнях зубів за оберт колеса навколо своєї осі в русі основної 
кругової подачі для коліс з модулями m ≤ 10 мм та додатково за рівномірністю 
розподілу значень критерію інтенсивності МАО (та його складових) по робочих 
поверхнях зубів для коліс з модулями 5 мм ≤ m ≤ 10 мм; 
- середніми для чотирьох кромок зуба колеса розмахами Rδ відхилень 
радіусів округлення та додатково за середнім відхиленням δRср. 
5.3.1. Проектування обладнання для обробки між протилежно 
розташованими полюсними наконечниками 
Для МАО зубчастих коліс між протилежно розташованими ПН в 
залежності від типу виробництва (одиничне, серійне) можна застосовувати 
модернізоване обладнання або ж спеціально спроектоване. Для даної схеми 




В [28, 170] докладно описана конструкція та принцип дії верстата для 
МАО валів-шестерень насосів, а в розділі 5.1.2 представлені загальний вигляд 
та технічні характеристики верстата. В даному розділі зупинимось докладніше 
на особливостях конструкції, які впливають на якість обробки. 
Ґрунтуючись на раніше проведених і власних дослідженнях в даному 
технічному рішенні підвищення продуктивності і якості обробки шийок, торців 
зубів та кромок пропонується досягти за рахунок одночасної обробки торцевих 
поверхонь зубів та радіальних поверхонь шийок завдяки замиканню потоку 
магнітної індукції одночасно через шийки і торці деталі; виключення рухів 
переміщення полюсних наконечників (до та від центру) при 
завантаженні/розвантаженні деталі; можливості осьового налагоджувального 
переміщення ПН; збереженню первинної щільності МАП завдяки створенню 
робочої зони з утрудненим виносом зерен поза межі зони; перемішування МАП за 
рахунок плоско-паралельного руху осциляції МС та наявності на робочих 
поверхнях гвинтових канавок. 
Замикання потоку магнітної індукції одночасно через шийки і торці 
деталі забезпечується розміщенням чотирьох ПН 1-4 симетрично відносно 
осьової та серединної відносно торців шестерні площин (рис. 5.11, а). При 
цьому котушки 6 МС підключаються до джерела постійного струму таким 
чином, щоб полюси МС розміщувались в шаховому порядку (рис. 5.11, б). 
Завантаження/розвантаження деталі в робочу зону виконується без 
поперечного руху ПН за рахунок того, що верхня робоча частина ПН зрізується 
таким чином, щоб зверху між робочими поверхнями утворився прохід більший 
за зовнішній діаметр виступів шестерні на величину δmin/2, де δmin – мінімальна 
величина робочого зазору. Величина   54min  , де λ – зернистість порошку 
(див. табл. 5.6 та 5.7). Максимальна величина робочого зазору e minmax  , де 
10e . Торцевий робочий зазор повинен величиною   54 T . 
Можливість осьового налагоджувального переміщення ПН може бути 
забезпечена, наприклад, виконанням на Г- або Т-подібній вихідній ланці 








Рис. 5.11. Схема пристрою для МАО валів-шестерень (за пат. № 92513, Україна): а) 
принципова схеми пристрою; б) робоча зона пристрою з оброблюваною деталлю;  





в)      г) 
Рис. 5.11. Схема пристрою для МАО валів-шестерень (закінчення) 
відповідної напрямної на нижній частині ПН. 
Збереження первинної щільності МАП можна забезпечити створенням 
максимально закритої робочої зони. Майже замкнутий об’єм робочої зони (крім 
вікна у верхній частині для завантаження заготовки) утворюють бокові 
накладки 23 та 24 (рис. 5.11, в) міжполюсні вставки 26 (рис. 5.11, в, г) та ложе, 
що складається із деталей 27, 28 та 29 (рис. 5.11, б, в, г). Зазор між поверхнями 
заготовки та накладками 23 та 24 має бути мінімально можливим: між 
торцевими поверхнями δнТ ≤ 0.5 мм, між радіальними мм5.0 eнР . 
Перемішування МАП забезпечується за рахунок плоско-паралельного 
руху осциляції МС в площині, перпендикулярній осі шпинделя базового 
верстату, та наявності на робочих поверхнях гвинтових канавок. Плоско-
паралельний рух МС забезпечується тим, що магнітопровід МС розміщується в 
спеціальному корпусі 10 із алюмінієвого сплаву (рис. 5.11, а), який 
підвішується на балці 11 башмаках 12 та 13, а башмаки 12 та 13 розточками 
встановлюються на робочих поверхнях кулаків 16-19. Кулаки 16-19 встановлені 
на паралельних валах 14 та 15, з’єднаних між собою ланцюговою передачею 20 
(або зубчасто-пасовою). Привідний вал 15 може отримувати рух від окремого 
приводу, або ж вихідної шестерні фартуха супорта базового верстата. 
Додаткове перемішування забезпечується гвинтовими канавками на поверхнях 
ПН. Кут піднімання витка канавки повинен бути більшим кута тертя між МАІ 
та оброблюваною поверхнею. 
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Для забезпечення максимально можливої магнітної проникності 
магнітопроводу його окремі ланки не з’єднують між собою різьбовими 
з’єднаннями, а укладають їх в пази корпусу притискають один до одного 
шліфованими ділянками за допомогою гвинтів. За необхідності зменшення 
розмірів котушок і для поліпшення тепловідведення корпус виконується 
герметичним і в його пустоти заливається трансформаторне масло, а на 
зовнішній поверхні можуть бути виконані ребра. 
Для захисту персоналу від впливу магнітного поля, магнітна система 
розміщена в кожусі з товстого листового феромагнітного матеріалу. Зовні 
знаходяться тільки полюсні наконечники. Для більшої безпеки при зміні деталі 
та порошку, величин магнітної індукції в магнітній системі можна зменшувати 
до безпечної величини, змінюючи величину струму в котушках 6, в тому числі 
за допомогою автоматичних електронних та електромеханічних пристроїв. 
Для обробки зубчастих коліс з гвинтовим зубом або коліс з зовнішнім 
діаметром Da > 200 і модулем m > 5 мм можна застосувати схему обробки між 
протилежно розташованими ПН з застосуванням руху обкатки [33]. Але її 
застосування потребує додаткових експериментальних досліджень. 
5.3.2. Проектування обладнання для обробки з застосуванням кільцевої 
ванни 
При розробці обладнання для МАО зубчастих коліс в кільцевій ванні 
можна скористатись загальними рекомендаціями, викладеними в роботі [35], 
що стосуються проектування обладнання на основі магнітної системи типу 
"кільцева ванна" та рекомендація щодо розробки обладнання для обробки 
осьового і кінцевого осьового інструменту та БНТП. При цьому для вибору 
вхідних кінематичних параметрів розроблюваного обладнання потрібно 
керуватись висновками та рекомендаціями розділу 4.2.1 та розділу 5.2.1, де 
викладені відповідні методики. 
При розробці обладнання для МАО зубчастих коліс над кільцевою 
ванною потрібно керуватись загальними рекомендаціями роботи [35] щодо 
проектування обладнання на основі магнітної системи типу "кільцева ванна". 
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5.3.2.1. Удосконалення алгоритму розробки СКС та СФК роторних 
верстатів 
Розробку структурно-кінематичних схем та структурних формул 
компонування роторних верстатів для ефективної комплексної обробки зубів 
(поверхонь та кромок) циліндричних зубчастих коліс пропонується виконувати 
за алгоритмом представленим на рис. 5.12. Цей алгоритм є удосконаленням 
алгоритму приведеному в роботі [35]1 в частині визначення та вибору 
раціональних режимів, які дозволяють отримати якість обробки, що є 
найкращою для всієї сукупності оброблюваних поверхонь та кромок зуба. 
Розробку СКС та СФК пропонується виконувати в такій послідовності: 
- аналіз вихідних характеристик заготовки та кінцевих характеристик 
готової деталі (зокрема стану та вимог до якості поверхні та кромок); 
- розробка схеми початкового розташування заготовки в кільцевій ванні, 
визначення типів та кількості відносних рухів деталі і МАІ; 
- аналіз кінематики процесу МАО заготовки, уточнення схеми 
початкового розташування заготовки та типів і кількості відносних рухів деталі 
та МАІ; пошук для кожної кромки зуба режимів, що дозволяють отримати 
"найкращі" за формою кромки (за розмахом відхилень та середнім відхиленням 
|𝛿Rcp| ≤ Δср; |R𝛿| ≤ ΔΔ;) при мінімально можливому відхиленні інтегрального 
критерію інтенсивності 𝒌𝒎𝒊𝒏<𝒌кеф<𝒌𝒎𝒂𝒙 від оптимального значення 𝒌кеф = 1; 
вибір раціональних режимів для всіх кромок і поверхонь; 
- розгортання загальної матриці координатних перетворень та розподіл її 
складових на матриці відображення рухів ланок формоутворюючої системи 
верстату та матриці конструктивних параметрів; 
- визначення додаткових переміщень, які не відображені у загальній 
матриці координатних перетворень, наприклад, налагоджувальних; 
- розподіл рухів між заготовкою та магнітною системою; 
- розробка структурно-кінематичних схем; 
- розробка структурних формул компонування.  
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Рис. 5.12. Алгоритм розробки структурно-кінематичних схем та структурних формул 
компонування роторних верстатів для МАО циліндричних зубчастих коліс  
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5.3.2.2. Структурно-параметричний синтез кінематичної структури 
формотвірної системи обладнання для обробки коліс в кільцевій 
ванні 
Для МАО зубчастих коліс в кільцевій ванні розроблена СКС верстата 
(рис. 5.13), основою якої є загальна матриця координатних перетворень (3.17). 
У розгорнутому стані (див. розділ 7 [35]) вона має вигляд: 
       











   (5.1) 
де  
ZO
AMT ,0,0  - рух осциляції колеса вздовж власної осі )/(3 ZXS . Є рухом 
подачі вздовж осі колеса, нахиленої в площині X0Z, паралельній дотичній до 
серединного циліндру. В дослідженнях в розділі 4 прийнятий закон зміни 
осциляції   )sin(   двхOZO nAA  в залежності від швидкості руху основної 
кругової подачі. Залежність не є жорсткою і виконується через систему ЧПК; 
)(ZMR  - рух основної кругової подачі )(1 DS ;  YMR  - установчий рух 
нахилу осі обертання деталі )(1 BУс ;  )(ZMR  - рух додаткової кругової 
подачі )(2 FS  (приймемо позначення буквою F додатковий поворот навколо 
осі Z) або установчий рух розвороту )(3 FУс ;  0,0),(XTMT  - установчий рух 
)(2 XУс  для раціонального розміщення оброблюваних поверхонь деталі в 
робочій зоні;  0,,0 YTMT  – конструктивний параметр при значенні cpY RT  ; 
)(ZMR  - головний рух )(CV ;  )(,0,0 ZTMT  - рух врізання )(ZВр  для 
занурення деталі в робочу зону. При невеликій масі роторної головки РГ (рис. 
5.10) привід, що виконує цей рух, може виконувати також рух осциляції 
 )(,0,0 ZTMT .  
СКС, що відповідає загальній матриці координатних перетворень (5.1) 
(рис. 5.10) відноситься до елементарних кінематичних структур класу E66. 
Головний рух )(CV , рухи основної )(1 DS  та додаткової )(2 FS  
кругових подач є простими замкнутими рухами. Тому вони налаштовуються 
тільки за швидкістю (V) та напрямком (W). Рух врізання )(ZВр  та установчі 




Рис. 5.13. СКС верстата з ЧПК для МАО зубчастих коліс в кільцевій ванні з 




налаштовуються по чотирьох параметрах: за швидкістю (V), напрямком (W), 
кінцевою точкою (А) та шляхом (L). Всі кінематичні групи (КГ) в якості джерел 
руху мають електромеханічні приводи, що керуються блоками керування БК 
системи ЧПК. 
Структурна формула компонування відповідна розробленій СКС, є 
такою: MSz00CbxF)(x/zDN Vzx
~ 




N  - кількість 
робочих шпинделів в складі роторної головки. З врахуванням поділу 
компонування верстата на конструктивні модулі формула має вигляд: 

















5.3.2.3. Структурно-параметричний синтез кінематичної структури 
формотвірної системи обладнання для МАО коліс над кільцевою 
ванною 
Для МАО зубчастих коліс над кільцевою ванні розроблена СКС верстата 
(рис. 5.14), основою якої є загальна матриця координатних перетворень (3.31). 
У розгорнутому стані вона має вигляд: 
     











  (5.2) 
де )(ZMR  - рух основної кругової подачі )(1 DS ;  )(YMR  - рух першої 
додаткової кругової подачі;  0,0),(XTMT  - установчий рух )(1 XУс  для 
раціонального розміщення оброблюваних поверхонь заготовки в робочій зоні; 
)(ZMR - установчий рух розвороту )(2 FУс  або рух другої додаткової кругової 
подачі )(3 FS , (приймемо позначення буквою   додатковий поворот навколо 
осі Z);  0,,0 YTMT  – конструктивний параметр; )(ZMR  - головний рух 
)(CV  ;  )(,0,0 ZTMT  - рух врізання )(ZВр  для занурення зубів заготовки в 
робочу зону. 
СКС, що відповідає загальній матриці координатних перетворень (5.2) 
(рис. 5.14) відноситься до елементарних кінематичних структур класу E66. 
Головний рух )(CV , рухи основної )(1 DS  та двох додаткових − першої 











вони налаштовуються тільки за швидкістю (V) та напрямком (W). Рухи 
врізання )(ZВр , першої )(2 BS  і другої )(3 FS  додаткової кругової подач та 
установчі рухи )(1 XУс  і )(2 FУс  є простими незамкнутими рухами. Тому вони 
налаштовуються по чотирьох параметрах: за швидкістю (V), напрямком (W), 
кінцевою точкою (А) та шляхом (L). Всі кінематичні групи (КГ) в якості джерел 
руху мають електромеханічні приводи, що керуються блоками керування БК 
системи ЧПК. 
Структурна формула компонування відповідна розробленій СКС, є 
такою: MSz00CbxF)(DN Vyx
~ 




N  - кількість робочих 
шпинделів в складі роторної головки. З врахуванням поділу компонування 
верстата на конструктивні модулі формула має вигляд: 

















5.3.2.4. Рекомендації з проектування роторних верстатів для обробки 
циліндричних зубчастих коліс 
На основі СКС (рис. 5.13) розроблена конструкція роторної головки (рис. 
Д.4) як оснащення для вертикально-фрезерного безконсольного верстата. Вона 
складається із корпусу 3 з оправкою з конусом 7:24 № 50 у верхній частині. 
Корпус має форму циліндра, зібраного із двох круглих дисків, з’єднаних між 
собою стойками та приєднані до фланця конусної оправки. На нижньому торці 
корпусу 3 рівномірно по колу розташовані дві плити 5 з поздовжніми Т-
подібними пазами в їх нижній частині і можливістю повороту навколо осі 
дископодібної частини плити на 360°. До нижньої площини кожної із них 
базуючись по Т-подібному пазу приєднані кронштейни 2 з шпиндельними 
блоками 1, встановленими в нижній частині кожного кронштейну 2 з 
можливістю повороту навколо горизонтальної осі. Кронштейни 2 мають 
можливість переміщення вздовж Т-подібного пазу плити 5. 
Плити 5 в початковому положенні встановлюються таким чином, щоб 
площина симетрії Т-подібного пазу була паралельна площині, дотичній до 
серединного циліндру кільцевої ванни (на рисунку не показана). В потрібному 
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положенні плита кріпиться шайбою 4 і гвинтами 6 та фіксується гвинтами 7 
через кожні 10° в діапазоні кутів розвороту α = 0÷180°. За необхідності головка 
може бути оснащена механізованим приводом розвороту або додаткової 
кругової подачі. 
На верстаті може використовуватись універсальна магнітна система типу 
"кільцева ванна", наприклад, описана в [35, 45, 95, 169]. 
На основі розробленої СКС верстата для МАО циліндричних зубчастих 
коліс над кільцевою ванною (рис. 5.14) розроблена конструкція верстата [32] 
(рис. Д.4). На спосіб обробки, що реалізується на розробленому верстаті, 
подана заявка на отримання патентів України на винахід № а2014 090 42 та 
корисну модель № а2014 090 43 від11.08.2014. Верстат складається із базового 
вертикально-фрезерного верстата, роторної головки та магнітної системи типу 
"кільцева ванна". Для збільшення ширини робочої зони кільцевої ванни при 
збереженні або незначному збільшенні непродуктивних втрат енергії, 
розроблені два варіанти магнітних систем: з проміжним феромагнітним тілом у 
робочій зоні та з двоконтурним магнітопроводом. 
Проектування роторних верстатів потрібно виконувати в такій 
послідовності: 
- розробка СКС та СФК роторних верстатів для МАО циліндричних 
зубчастих коліс згідно алгоритму, представленому в розділі 5.3.2.1; 
- розробка компонування роторної головки за розробленими СКС та СФК; 
- розробка магнітної системи з діаметром серединного циліндру за 
величиною відстані між осями робочих шпинделів роторної головки. 
Рекомендації щодо проектування роторних головок обох типів такі: 
- для зменшення металоємності та конструктивної складності роторних 
головок в якості приводів шпинделів рекомендується використовувати 
малогабаритні електромеханічні приводи (зокрема комплектні і мехатронні 
модулі, високомоментні двигуни) сторонніх виробників. У зв’язку з цим 
передбачати застосування в складі роторної головки обертових пристроїв для 
підведення електричної енергії (силової та керуючих сигналів). Уникати 
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використання інших видів енергії. Тому при проектуванні затискних механізмів 
використовувати електромеханічні приводи затиску. У процедурі вибору 
приводу є певні складнощі, які полягають у тому, що не існує методики 
розрахунку потужності приводів при МАО і експериментальних даних 
обмежена кількість по оброблюваних матеріалах, типах МАП та формах 
оброблюваних заготовок; 
- для корпусних деталей та деталей, які не несуть великих навантажень і 
не приймають участь в парах тертя, рекомендується використовувати 
матеріали, що мають малу густину, зокрема пластмаси та алюмінієві сплави; 
- в складі роторних головок передбачати регульовані пристрої для 
балансування головки в цілому відносно її осі обертання; 
- передбачати конструктивні рішення для компенсації інерційних сил, які 
діють на рухомі в процесі налагоджування шпиндельні блоки та їх приводи; 
- при проектуванні механізмів затиску заготовок передбачати надійну 
фіксацію шпинделів (в тому числі і за навантаженнями, які діють на механізм 
затиску і привод) під час затиску/розтиску заготовок. 
Висновки 
1. Підтверджена ефективність чотириполюсної схеми МАО з клиновидними 
робочими зазорами, величина яких є проміжною між величиною малих і великих 
зазорів, та круговою осциляцією для обробки валів-шестерень. При цьому 
рекомендується наступні режими: МАП – ФЕРРОМАП; зернистість λ = 400/315 
мкм; ЗОТС – АСФОЛ, 𝛿р = 3 мм, 𝛿Т = 3 мм, В = 0,55 Тл, В1 = 0,45 Тл, n = 450÷900 
хв-1, no = 2 хв
-1, час обробки – до 120 с з реверсом головного руху. 
2. Підтверджені адекватність розробленої моделі формування кромок, 
висновки та рекомендації щодо якості обробки поверхонь при МАО:  
- для схеми обробки в кільцевій ванні з застосуванням розвороту 
заготовки якісні характеристики форми кромок, визначені експериментально, 
співпадають з прогнозованими; 
- кількісні характеристики шорсткості, які отримані експериментально, 
відрізняються від розрахункових не більше ніж на 15%;  
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- обробка коліс (m = 0.7 мм, z = 18, b = 5 мм, матеріал сталь 42CrMo4, 
твердість 58 HRC) з застосуванням раціонального режиму (МАП марки 
ПОЛМАМ-Т зернистістю λ=200/160 мкм; ЗОТС АСФОЛ; В = 0.25 Тл; ξ = 60°; 
кут розвороту α = 305°; швидкість головного руху ωР ≈ 16 рад/с; діаметр 
кільцевої ванни Dkv = 200 мм; швидкість основної кругової подачі ωS = ±6ωP, 
час обробки - 3 хв.) в порівнянні з обробкою з нераціональними режимами (кут 
розвороту α = 0°, інші параметри – ті ж самі) дала кращі результати за формою 
(Κср≈ 1.0 при α = -55° проти - Κср≈ 1.6 при α = 0°) так і за шорсткістю (∆Rt = 0.5 
мкм при α = -55° проти - ∆Rt = 0.2 мкм при α = 0°). 
3. Аналіз кінематики процесу МАО зубчастих коліс та вибір установчих 
(кутів нахилу та розвороту) і режимних (кількості і типів відносних рухів та 
співвідношення їх швидкостей) кінематичних параметрів потрібно провадити за: 
- середніми величинами інтегрального критерію інтенсивності МАО kкеф 
на робочих поверхнях зубів за оберт колеса навколо своєї осі в русі основної 
кругової подачі для коліс з модулями m ≤ 10 мм та додатково за рівномірністю 
розподілу значень критерію інтенсивності МАО (та його складових) по робочих 
поверхнях зубів для коліс з модулями 5 мм ≤ m ≤ 10 мм; 
- середніми для чотирьох кромок зуба колеса розмахами Rδ відхилень 
радіусів округлення та додатково за середнім відхиленням δRср. 
4. Розробку структурно-кінематичних схем та структурних формул 
компонування роторних верстатів для МАО циліндричних зубчастих коліс 
доцільно виконувати за допомогою запропонованого алгоритму, 
удосконаленого в частині визначення та вибору раціональних режимів, які 
дозволяють отримати якість обробки, що є найкращою для всієї сукупності 
оброблюваних поверхонь та кромок зуба. 
5. Розроблені СКС та СФК верстатів та конструкції на їх основі 
підтверджують можливість застосування запропонованого алгоритму і 
розроблених рекомендацій з проектування при розробці ефективного 




В дисертаційній роботі на базі вперше розроблених основних положень 
кінематики процесу магнітно-абразивної обробки робочих поверхонь та 
округлення кромок зубів циліндричних зубчастих коліс удосконалено 
структурно-параметричний синтез кінематичних структур формотворних 
систем. 
Основні наукові та практичні результати роботи полягають у 
наступному: 
1. Вперше на основі результатів аналізу результатів відомих 
досліджень та попередніх експериментальних досліджень розроблені базові 
положення кінематико-геометричної моделі процесу МАО кромок в умовах 
великих робочих зазорів: 
- кромка формується в основному за рахунок видалення матеріалу під 
дією первинного потоку частинок під кутом атаки χ до оброблюваної грані; 
- рух частинки магнітно-абразивного порошку вздовж кромки не 
враховується при формуванні кромки; 
- кути атаки на відстані, що дорівнює величині зернистості порошку, 
мають ті ж величини, що і на кромці; 
- форма кромки у нормальному перерізі до теоретичної лінії кромки в 
заданій точці утворюється як ломана в результаті перетину траєкторій 
переміщення частинок порошку під кутами атаки, заглиблених в 
оброблювану поверхню на величну hmax, при цьому мінімальні значення кутів 
атаки, за яких виконується видалення матеріалу в околі кромки, обмежені 
критичним співвідношенням між нормальною та дотичною складовою 
сумарної швидкості різання. 
2. На базі узагальненої схеми об’ємної МАО вперше розроблені схеми 
для обробки циліндричних зубчастих коліс в кільцевій ванні і над кільцевою 
ванною. 
3. На основі узагальненої математичної моделі кінематики МАО в 
умовах великих робочих зазорів розроблені математичні моделі кінематики 
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обробки циліндричних зубчастих коліс за схемами обробки: між протилежно 
розташованими полюсними наконечниками, в кільцевій ванні і над 
кільцевою ванною. Додатково введенні рухи: установчий рух розвороту 
заготовки - для схеми обробки між опозитними полюсними наконечниками; 
рух осциляції заготовки вздовж своєї осі, кінематично зв’язаного з рухом 
основної кругової подачі, - для схеми обробки в кільцевій ванні; рухи першої 
та другої додаткових кругових подач, що мають коливальний характер, і 
кінематично зв’язаного з рухом основної кругової подачі, - для схеми 
обробки над кільцевою ванною. 
4. Вперше розроблена математична кінематико-геометрична модель 
процесу округлення кромок при МАО в умовах великих робочих зазорів та 
визначені критерії для порівняльного аналізу якості обробки кромок в умовах 
великих робочих зазорів та вибору кінематичних параметрів процесу. В 
якості основного критерію запропоновано використовувати розмах 
відносного відхилення форми кромки від дуги ідеального кола з радіусом R, 
а в якості додаткового – середнє відносне відхилення форми. 
5. Встановлено, що при обробці в кільцевій ванні якісної обробки 
робочих поверхонь та округлення кромок зубів можна досягти 
застосуванням: 
- основної кругової подачі і фіксованих кутів розвороту; 
- двох кругових подач: основної та додаткової з реверсом однієї із них. 
Раціональними значеннями параметрів кінематики процесу МАО 
робочих поверхонь зубів коліс в кільцевій ванні є: кут нахилу осі колеса ξ = 
60÷70°; співвідношення швидкостей головного руху та кругової подачі 
8.01.0 0  PS VV . Напрямки поворотів в головному русі та установчому русі 
нахилу осі колеса на кут ξ повинні співпадати. 
6. Встановлено, що при обробці над кільцевою ванною високої якості 
робочих поверхонь та округлення кромок зубів можна досягти за рахунок 
застосування двох додаткових кругових подач: першої та другої, що мають 
коливальний характер, з реверсом основної кругової подачі. При цьому 
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рекомендуються такі кінематичні параметри: кут нахилу осі колеса ξ = 
70÷110°; співвідношення швидкостей головного руху та кругової подачі 
4.01.0 0  PS VV  . Напрямки поворотів в головному русі та установчому 
русі нахилу осі колеса на кут ξ повинні співпадати: 0SV  - для лівої сторони 
зуба, 0SV  - для правої сторони. 
7. Доведено, що вибір кінематичних параметрів раціональних режимів 
об’ємної обробки поверхонь та кромок зуба доцільно виконувати за 
розробленим методом, який передбачає побудову функціональної залежності 
двох вхідних кінематичних параметрів за даними про форму кромок з 
найменшими відхиленнями від дуги кола при мінімальній різниці між 
оптимальним значенням інтегрального критерію інтенсивності МАО і його 
поточним значенням та знаходження точок перетину цих залежностей. 
8. Розроблені методики розрахунку основних параметрів роторних 
верстатів для МАО та удосконалено алгоритм розробки СКС та СФК 
роторних верстатів для МАО циліндричних зубчастих коліс в частині 
визначення та вибору раціональних режимів, які дозволяють отримати якість 
обробки, що є найкращою для всієї сукупності оброблюваних поверхонь та 
кромок зуба. 
9. Встановлено, що при виконанні структурно-параметричного синтезу 
кінематичних структур формотворних систем аналіз кінематики процесу МАО 
зубчастих коліс та вибір установчих (кутів нахилу та розвороту) і режимних 
(кількості і типів відносних рухів та співвідношення їх швидкостей) 
кінематичних параметрів доцільно провадити за: 
- середніми величинами інтегрального критерію інтенсивності МАО kкеф 
на робочих поверхнях зубів за оберт колеса навколо своєї осі в русі основної 
кругової подачі для коліс з модулями m ≤ 10 мм та додатково за рівномірністю 
розподілу значень критерію інтенсивності МАО (та його складових) по робочих 
поверхнях зубів для коліс з модулями 5 мм ≤ m ≤ 10 мм; 
- середніми для чотирьох кромок зуба колеса розмахами Rδ відносних 
відхилень радіусів округлення та додатково за середнім відхиленням δRср. 
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10. Розроблені СКС та СФК верстатів та конструкції на їх основі 
(патент України № 92513, заявка на отримання патенту України на винахід 
№ а2014 090 42 та корисну модель № а2014 090 43 від11.08.14) 
підтверджують можливість застосування запропонованого алгоритму 
структурно-параметричного синтезу кінематичних структур формотворних 
систем і розроблених рекомендацій з проектування при розробці 
ефективного обладнання для МАО зубчастих циліндричних коліс. 
11. Результати роботи впроваджено на промисловому підприємстві та 
учбовий процес: 
- на фірмі ZOM Oberflächen-bearbeitung GmbH, Німеччина, у вигляді 
методики досліджень кінематики процесу МАО зубчастих довбачів, 
рекомендацій з проектування, розробленої СКС та принципово нової 
конструкції роторної головки для розробки обладнання для фінішної обробки 
зубчастих довбачів після переточування; 
- на кафедрі "Конструювання верстатів та машин" НТУУ "КПІ" в 
учбовий процес у вигляді методики досліджень, синтезу кінематики МАО, 
програм аналізу кінематики процесу, та в експериментальні дослідження у 
вигляді методики досліджень, стендів та обладнання до них. 
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Рис. А.2. Загальний вигляд досліджуваних зразків 
 
Додаток Б 
Б.1 Результати експериментальних досліджень 
Таблиця Б.1 













































N1_БР 0 4 3.7 4.5 1.028 1.014 1.04 74.9 69.5 83 75.5 69.5 83 73.4 68.6 81.1 1.1 0 3.9 







я N6_БР 15 6.1 5 7.5 0.911 0.74 1.08 6.1 4.2 7.6 6.1 4.2 7.7 6.3 4.6 8.6 1.9 0 10.4 
N10_БР 30 5.5 4.5 6.7 1.098 0.879 1.59 8.7 7.6 10.2 10.3 7.7 16.3 9.4 8.1 11.2 1.4 0 9.4 
N3_БР 45 6 5 7.7 1.039 0.609 1.361 11.8 11.2 12.4 13 11.6 15 12.9 11.9 24.1 1.1 0 5.6 
N5_БР 60 7.5 5.6 9.3 1.01 0.245 1.197 20.3 18.9 21.8 20.6 18.8 22.1 24.7 17.6 82.1 1.5 0 6.4 
N9_БР 75 16.3 13.4 19.3 0.502 0.281 1.368 33.5 31.2 35.3 37.3 33.2 45 92.7 29.7 130.3 1.1 0 7.3 
Вих. 
N1_БР 0 4 3.7 4.5 1.028 1.014 1.04 74.9 69.5 83 75.5 69.5 83 73.4 68.6 81.1 1.1 0 3.9 






я N12_БР 15 7.3 6.1 9.5 1.181 0.827 1.532 5.9 4.2 7.7 6.9 5.4 8.7 6 3.9 9.2 1.8 0 7.7 
N11_БР 30 9 7 12.8 0.625 0.516 0.868 14.3 13.4 15.3 15.3 13.3 17.3 24.6 20.1 28.2 2 0 12.7 
N4_БР 45 33.7 27.6 39.5 2.076 0.743 2.785 38.3 35.6 41 105 35.3 130 49.3 41.6 57.6 1.5 0 6.9 
N7_БР 60 55.2 50.9 59.3 1.416 0.534 1.697 30.9 29.6 32.5 75.1 29.2 87 52.7 47.3 58.4 1.3 0 4.9 
Вих. 
N2_Ст 0 4.1 3.6 4.8 1.016 1 1.046 90 72.6 99.1 90.6 73.9 99.1 88.8 71.1 99.1 1.2 0 4.1 







я N6_Ст 15 14.7 11.8 18.1 0.507 0.257 1.244 14.6 12 16.6 15.3 11.6 19.1 32.5 13.2 50.5 1.6 0 7.7 
N5_Ст 30 7.1 6.4 7.9 0.929 0.397 0.995 11 10.3 11.7 11.2 10.4 12 12.2 11 29.8 1.6 0 7.7 
N4_Ст 45 6.9 6 8 0.948 0.883 1.052 12.7 11.9 13.6 12.9 11.8 14.1 13.8 12.5 15.2 1.5 0 6.5 
N8_Ст 60 8.1 5.6 11.7 0.645 0.208 1.157 13.2 11 14.5 13.8 10 18.1 22.9 11.5 53.2 2.6 0 12.7 
N11_Ст 75 9 7.9 10 0.729 0.244 1.113 14.6 13.1 15.7 14.9 13.1 16.1 29.5 13.8 57.6 1 0 4.6 
Вих. 
N2_Ст 0 4.1 3.6 4.8 1.016 1 1.046 90 72.6 99.1 90.6 73.9 99.1 88.8 71.1 99.1 1.2 0 4.1 






я N3_Ст 15 6.7 5.7 9.5 0.976 0.475 1.88 5.4 4.5 6.4 6.3 5 13.1 6.4 4.5 10.2 1.5 0 6.7 
N1_Ст 30 7.4 6.3 8.4 0.653 0.506 1.424 9.8 8.4 11.4 10.8 8 22.7 17.2 13 21.9 2.2 0 12.9 
N10_Ст 45 11.4 7.7 24.9 1.545 0.728 2.667 17.8 17 18.5 35.1 16.9 54.8 22.7 19.8 24.9 1.2 0 5.8 







    
а)       б) 
    
в)       г) 
    
д)       е) 
    
є)       ж) 
 
з) 
Рис. Б.1. Поперечні профілі кромок зразків із бронзи після МАО    




    
а)       б) 
    
в)       г) 
    
д)       е) 
    
є)       ж) 
 
з) 
Рис. Б.2. Поперечні профілі кромок зразків із сталі після МАО    




В.1. Матричний апарат перетворення однорідних 
координат 
Для застосування матричного апарату перетворення однорідних 
координат координати точок поверхонь PtR , компоненти векторів 
швидкостей 

V , нормалей 

N , бінормалей 

B  та дотичних 

T  до поверхонь 





















































































,  (Б.1) 
де u, v – параметри. 
Для виконання операцій перетворення застосовуються матриці: 






















XMR ;  (Б.2) 






















YMR ;  (Б.3) 





















ZMR ;  (Б.4) 




























tttMT .  (Б.5) 
Для компактності запису формул, в яких членами є згадані трьох- та 
чотирьохкомпонентні вектори будемо записувати їх наступним чином [35]. 
Трьохкомпонентний радіус-вектор точки     - [ ⃗⃗   ]
 
, 
чотирьохкомпонентний - [ ⃗⃗   ]
 
. За необхідності вказати в якій системі 
координат описується вектор, додається нижній індекс. Наприклад, для 
системи координат        - [ ⃗⃗   ]
 
 
, [ ⃗⃗   ]
 
 
. Для векторів швидкостей 
позначення аналогічні: [ ⃗⃗  ]
 




Для скорочення виразів, у виразах матричних перетворень список 
параметрів результуючої матриці перетворення будемо пропускати, 
наприклад: 
[ ⃗⃗   ]
 
 
        [ ⃗⃗   ]
 
 
,   
де       – матриця переходу із системи координат        в систему        
[35]. 
Матричний апарат перетворення однорідних координат застосовується 
до координат точок або до закріплених векторів (спрямованих 
відрізків - упорядкованих пар точок) [4, 120]. Тому для застосування апарату 
перетворення однорідних координат до незакріплених векторів (таких як 
нормалі, дотичні, швидкості) застосовується операція "закріплення". 
Оскільки ці вектори відносяться до певних координат точок, то перед 
виконанням матричних перетворень над ними, їхні вектори-стовпчики 
складаються з векторами-стовпчиками відповідних точок. Після виконання 
перетворень від результуючих векторів-стовпчиків віднімаються вектори-
стовпчики відповідних координат точок, над якими виконані ті ж самі 





 [120] запис подібної операції буде мати вигляд: 
  pPtPt RNN

 ; 














   , 
де 10MRT  - матриця переходу із системи координат 000 ZYX  в систему 
111 ZYX ; 51MRT  - матриця переходу із системи координат 111 ZYX  в систему 







































































































































В.2. Вибір параметрів розрахунку та інтерпретація 
результатів 
  




в)      г) 
  
д)      е) 
  




к)      л) 
  
м)      н) 
  
о)       п) 
  
р)       с) 
Рис. В.1. Радіуси та відхилення радіусів на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 
𝛏 = 10°;): а) - й), м) - с) 𝛚S = +2 𝛚P, 𝛚a = 0; к), л) 𝛚S = +4 𝛚P, 𝛚a = +6 𝛚P; а), б) 𝚫𝛗 = 
2°, Δα = 15°, 𝚻𝛋𝚴 = 0.0; в) 𝚫𝛗 = 2°, Δα = 15°,𝚻𝛋𝚴 = 0.01; г) 𝚫𝛗 = 2°, Δα = 15°, 𝚻𝛋𝚴 = 0.05; 
д), е) 𝚫𝛗 = 2°, Δα = 2°, 𝚻𝛋𝚴 = 0.3; и), й) 𝚫𝛗 = 0.25°, Δα = 15°, 𝚻𝛋𝚴 = 0.3; к) 𝚫𝛗 = 2°, Δα = 
5°, 𝚻𝛋𝚴 = 0.3; л), м), н) 𝚫𝛗 = 15°, Δα = 15°, 𝚻𝛋𝚴 = 0.3; о), п) 𝚫𝛗 = 5°, Δα = 5°, 𝚻𝛋𝚴 = 0.3; 




а)      б) 
  
в)      г) 
Рис. В.2. Залежності кутів атаки (χ) та їх проекцій на площину b0n (χbn) від кутового 
положення в русі основної кругової подачі (β = 0°; 𝛿h=0.5; 𝜉= 10°, ωS = +6ωР; ωa = 





РЕЗУЛЬТАТИ АНАЛІЗУ КІНЕМАТИКИ ПРОЦЕСУ МАО 
ЗУБЧАСТИХ КОЛІС 
Г.1 Кінематика МАО коліс між протилежно розташованими 
полюсами 
Параметри колеса: модуль m = 5 мм; кількість зубів z=30; ширина 
зубчастого вінця B = 30 мм; кут нахилу гвинтової лінії зуба β = {0°, -20°, 
+20°}; швидкість головного руху Vp = 1 м/с, швидкість осциляції VO ≈ 
0÷790 мм/с (кількість подвійних ходів nдвх = 0÷40). 
Таблиця Г.1 
Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – ліва; Zk > 0; β = 0° 
n, дв.х 0 5 10 15** 20 25 30 35 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
* kкеф(max) 2.37 2.34 2.27 2.16 2.04 1.92 1.8 1.70 1.70 







α=−15° 0.00 0.00 0.00 52.7 41.8 34.5 30.1 27.7 31.6 
α=0° 0.00 0.00 0.00 52.8 41.1 34.4 30.2 27.3 25.3 
α=+15° 0.00 0.00 0.00 50.7 37.7 30.7 26.0 22.7 20.8 
δср (α=0°) 0.00 0.00 0.00 0.13 0.13 0.16 0.22 0.31 0.4 
δmax 0.00 0.00 0.00 0.53 0.40 0.38 0.52 0.66 0.70 
χ, ° 
71.08 71.7 71.08 71.08 71.08 71.08 71.08 71.08 71.08 
71.08 68.7 65.2 59.9 55.2 50.3 45.5 40.9 38.3 
* Залежності kкеф = f(α) – аналогічні представленій на рис. 5.2. 
** Обробка кромки починається при nдвх = 13 (рис. Г.1). 
 
а)   б) 
Рис. Г.1. Округлення кромки зуба з параметрами: сторона зуба – ліва; Zk > 0; β = 0° 
(nдвх = 13): а) - залежність радіуса від кута розвороту; б) - залежність відхилень 





Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – ліва; Zk > 0; β = +20° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25 30** 35 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
* kкеф(max) 2.01 2.0 1.97 1.93 1.87 1.78 1.72 1.58 1.57 







α=−15° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 24.2 30.6 66.1 
α=0° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 55.6 48.9 
α=+15° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 19.5 23.2 33.4 
δср (α=0°) 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.13 (0.0) 0.13 0.13 
δmax 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.52 0.5 
χ, ° 
60.3 65.0 49.8 44.5 39.1 32.7 29.1 24.4 20.1 
60.3 55.2 68.99 71.8 73.2 75.3 71.8 70.12 66.3 
* Залежності kкеф = f(α) – аналогічні представленій на рис. 5.2. 
** Обробка кромки починається при nдвх = 27 (рис. Г.2). 
  
Рис. Г.2. Округлення кромки зуба з параметрами: сторона зуба – ліва; Zk > 0; β = 
+20° (nдвх = 27): а) - залежність радіуса від кута розвороту; б) - залежність відхилень 
радіуса від кута розвороту 
Таблиця Г.3 
Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – ліва; Zk > 0; β = −20° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
* kкеф(max) 2.16 2.16 2.14 2.10 2.02 1.93 1.81 1.72 1.72 







α=−15° 102.5 36.1 28.7 23.3 20.2 17.5 17.3 18.0 23.5 
α=0° 102.5 36.1 28.4 23.4 20.0 19.7 20.7 21.8 24.4 
α=+15° 102.5 36.5 28.1 22.9 18.9 19.8 20.8 21.8 22.5 
δср (α=0°) 0.13 0.14 0.19 0.29 0.44 0.39 0.28 0.20 0.16 
δmax 0.46 0.31 0.37 0.53 0.71 0.70 0.62 0.52 0.46 
χ, ° 
64.9 59.3 53.5 47.7 42.0 36.5 31.2 26.4 21.9 
64.9 70.4 75.2 78.8 80.1 79.1 76.8 74.5 72.2 





Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – права; Zk < 0; β = 0° 
n, дв.х 0 5 10 15* 20 25 30 35 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
kкеф(max) -3.37 -3.34 -3.26 -3.15 -3.03 -2.9 -2.78 -2.67 -2.44 







α=−15° 0.00 0.00 0.00 55.0 43.5 36.5 31.8 30.0 33.5 
α=0° 0.00 0.00 0.00 52.8 41.1 34.4 30.2 27.3 25.3 
α=+15° 0.00 0.00 0.00 49.6 36.9 29.9 25.3 21.8 19.4 
δср (α=0°) 0.00 0.00 0.00 0.13 0.13 0.16 0.22 0.31 0.4 
δmax 0.00 0.00 0.00 0.53 0.40 0.37 0.50 0.67 0.70 
χ, ° 
-71.08 -68.7 -65.2 -60.9 -56.4 -51.8 -47.3 -42.9 -38.8 
-71.08 -71.72 -71.08 -71.08 -71.08 -71.08 -71.08 -71.08 -71.08 
*Обробка кромок починається з частоти nдвх = 13, залежності R = f(α), δмакс = 
f(α) та δср = f(α) аналогічні залежностям, представленим на рис. 5.3. При 
nдвх = 20 залежності симетричні відносно осі ординат. 
  
Рис. Г.3. Округлення кромки зуба з параметрами: сторона зуба – права; Zk < 0; β = 0° 
(nдвх = 13): а) - залежність радіуса від кута розвороту; б) - залежність відхилень 
радіуса від кута розвороту 
Таблиця Г.5 
Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – права; Zk < 0; β = +20° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25 30* 35** 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
kкеф(max) -3.01 -3.0 -2.96 -2.90 -2.82 -2.72 -2.64 -2.53 -2.32 







α=−15° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 16.4 29.9 70.8 
α=0° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 55.6 48.9 
α=+15° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 23.2 29.2 32.5 
δср (α=0°) 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.13 (0) 0.13 0.13 
δmax 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.53 0.48 
χ, ° 
-60.26 -65.0 -69.0 -71.8 -73.1 -73.0 -71.7 -70.2 -20.2 
-60.26 -55.1 -49.8 -44.4 -39.1 -34.0 -29.0 -24.4 -68.4 
*Обробка кромок починається з частоти nдвх = 27, залежності R = f(α), δмакс = 
f(α) та δср = f(α) аналогічні залежностям, представленим на рис. 5.4, а), б). 
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** Форма кромки представлена на рис. 5.2. д), залежності радіусу і відхилень 
від кута розвороту α – на рис. Г.4. 
  
а)   б) 
Рис. Г.4 Округлення кромки зуба з параметрами: сторона зуба – права; Zk < 0; 
β = +20° (nдвх = 35): а) - залежність радіуса від кута розвороту; б) - залежність 
відхилень радіуса від кута розвороту 
Таблиця Г.6 
Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – права; Zk < 0; β = −20° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25* 30 35 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
kкеф(max) -3.16 -3.15 -3.12 -3.05 -2.97 -2.87 -2.75 -2.66 -2.47 







α=−15° 102.5 36.4 29.3 24.1 21.0 18.5 18.8 19.6 25.9 
α=0° 102.5 36.1 28.4 23.4 20.0 19.7 20.7 21.8 24.4 
α=+15° 102.5 36.1 27.7 22.4 18.3 19.0 19.5 20.8 20.5 
δср (α=0°) 0.13 0.14 0.19 0.29 0.44 0.39 0.28 0.2 0.16 
δmax 0.46 0.31 0.37 0.53 0.70 0.71 0.60 0.53 0.44 
χ, ° 
-64.9 -70.3 -75.13 -78.8 -80.0 -79.1 -77.0 -74.6 -70.7 
-64.9 -59.3 -53.5 -47.8 -42.0 -36.5 -31.4 -26.3 -21.8 
* Залежність R = f(α) представлена на рис. Г.5, а; форма кромки – на рис. 
5.5, г), відхилення – на рис. Г.5. 
  
а)   б) 
Рис. Г.5. Округлення кромки зуба з параметрами: сторона зуба – права; Zk < 0; 
β = −20° (nдвх = 25): а) - залежність радіуса від кута розвороту; б) - залежність 




Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – права; Zk > 0; β = 0° 
n, дв.х 0 5 10 15* 20 25** 30 35 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
kкеф(max) -3.37 -3.34 -3.26 -3.15 -3.03 -2.9 -2.78 -2.67 -2.44 







α=−15° 0.00 0.00 0.00 48.9 37.1 29.9 25.3 22.5 27.0 
α=0° 0.00 0.00 0.00 52.8 41.1 34.4 30.9 27.3 25.3 
α=+15° 0.00 0.00 0.00 56.1 43.2 36.5 32.4 28.7 20.8 
δср (α=0°) 0.00 0.00 0.00 0.13 0.13 0.16 0.22 0.31 0.4 
δmax 0.00 0.00 0.00 0.52 0.40 0.37 0.51 0.64 0.63 
χ, ° 
-71.08 -68.7 -65.2 -60.9 -56.4 -51.8 -47.3 -42.9 -38.8 
-71.08 -71.72 -71.08 -71.08 -71.08 -71.08 -71.08 -71.08 -71.08 
* Обробка кромок починається з частоти nдвх = 13, залежності R = f(α), δмакс = 
f(α) та δср = f(α) аналогічні залежностям, представленим на рис. Г.1. 
** Залежності R = f(α), δмакс = f(α) та δср = f(α) представлені на рис. Г.6. 
  
а)   б) 
 
в) 
Рис. Г.6. Округлення кромки зуба з параметрами: сторона зуба – права; Zk > 0; β = 0° 
(nдвх = 25): а) - залежність радіуса від кута розвороту; б) - залежність відхилень 





Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – права; Zk > 0; β = +20° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25* 30 35 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.91 789.61 
kкеф(max) -3.16 -3.15 -3.12 -3.06 -2.97 -2.86 -2.77 -2.64 -2.43 







α=−15° 102.5 35.8 27.9 22.2 18.4 18.8 19.8 20.8 24.4 
α=0° 102.5 36.1 28.4 23.4 20.0 19.7 20.7 21.7 23.0 
α=+15° 102.5 36.9 29.1 24.5 20.9 18.5 18.8 19.1 17.3 
δср (α=0°) 0.13 0.14 0.19 0.29 0.44 0.39 0.28 0.2 0.15 
δmax 0.46 0.31 0.37 0.52 0.70 0.70 0.61 0.51 0.35 
χ, ° 
-64.9 -70.4 -75.2 -78.8 -80.1 -79.1 -76.8 -74.5 -72.2 
-64.9 -59.3 -53.5 -47.7 -42.0 -36.5 -31.2 -26.4 -21.9 
* Залежність R = f(α) представлена на рис. 5.5, в; форма кромки – на рис. 5.5, 
б), залежності δмакс = f(α) та δср = f(α) подібні залежностям, представленим на  
рис. 5.2, г, але вигнуті вниз. 
Таблиця Г.9 
Вихідні кінематичні параметри обробки робочої поверхні зуба та округлення 
кромки: сторона зуба – права; Zk > 0; β = −20° 
n, дв.х 0 5 10 15 20 25 30* 35** 40 
VO,мм/с 0 98.7 197.4 296.1 394.8 493 592.2 690.9 789.6 
kкеф(max) -3.01 -3.0 -2.96 -2.9 -2.82 -2.74 -2.63 -2.55 -2.37 







α=−15° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 23.2 26.6 52.0 
α=0° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 55.6 48.9 
α=+15° 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 21.7 27.5 39.4 
δср (α=0°) 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.13 (0.00) 0.13 0.13 
δmax 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.29 0.37 
χ, ° 
-60.3 -65.0 -69.0 -71.8 -73.2 -73.0 -71.8 -70.2 -20.1 
-60.3 -55.2 -49.8 -44.5 -39.1 -34.0 -29.1 -24.4 -66.3 
* Обробка кромок починається з частоти nдвх = 27, залежності R = f(α), δмакс = 
f(α) та δср = f(α) аналогічні залежностям, представленим на рис. Г.2. 
** Залежності R = f(α), δмакс = f(α) та δср = f(α) подібні представлені на рис. 




Г.2. Кінематика обробки в кільцевій ванні 
Г.2.1. Обробка з основною круговою подачею 
 
а)      б) 
 
в)      г) 
 
д)      е) 
Рис. Г.7. Кути атаки на евольвентній поверхні зуба в серединному перерізі (z=0) в 
середній точці по висоті зуба 𝛅h = 0.5, а-д) ліва сторона: а) 𝛚S = 0 (𝛚S ≪ 1 𝛚Р); б) 𝛚S = 








Рис. Г.8. Кути атаки на евольвентній поверхні зуба в серединному перерізі (z=0) в 
середній точці по висоті зуба 𝛅h = 0.5 (𝛚S = 0 (𝛚S ≪ 1 𝛚Р); 𝛚a = 0 (𝛚a ≪ 1 𝛚Р)) а) ліва 






    
а)      б)  
  
в)      г)  
Рис. Г.9. Форми кромки на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛏 = 60°; 𝛅h=0.5): 








а)      б)  
 
в) 
Рис. Г.10. Форми кромки на лівій кромці зуба при z > 0 (β = 0°; 𝛏 = 60°; 𝛅h=0.5: 







а)      б)  
 
в) 
Рис. Г.11. Форми кромки на правій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛏 = 60°; 𝛅h=0.5): 







а)       б) 
  
в)       г) 
Рис. Г.12. Форми кромки на правій кромці зуба при z > 0 (β = 0°; 𝛏 = 60°; 𝛅h=0.5): 






   
а)      б) 
  
в)      г) 
Рис. Г.13. Форми кромки на правій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛏 = 60°; 𝛅h=0.5): 






   
а)      б) 
 
в) 
Рис. Г.14. Форми кромки на правій кромці зуба при z > 0 (β = 0°; 𝛏 = 60°; 𝛅h=0.5): 










Рис. Г.15. Вплив величини додатної швидкості кругової подачі на кути атаки на лівій 








Рис. Г.16. Вплив величини від'ємної швидкості кругової подачі на кути атаки на 








Рис. Г.17. Вплив величини швидкості додаткової кругової подачі на кути атаки на 





а)      б) 
  
в)      г) 
 
д)      е) 
 
ж) 
Рис. Г.18. Радіуси на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 𝛚a = 0): а) 𝛏 = 




а)      б) 
  
в)      г) 
  
д)      е) 
 ж) 
Рис. Г.19. Відхилення на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 𝛚a = 0): 






а)      б) 
   
в)      г) 
  
д)      е) 
Рис. Г.20. Форми кромки на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 
𝛚a = 0): а) 𝛏 = 10°; 𝛂 = 0-360°; б) 𝛏 = 10°; 𝛂 = 60°; в) 𝛏 = 10°; 𝛂 = 105°; г) 𝛏 = 10°; 𝛂 = 315°; 





а)      б) 
  
в)      г) 
  
д)      е) 
Рис. Г.21. Форми кромки на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 
𝛚a = 0): а) 𝛏 = 30°; 𝛂 = 285-315°; б) 𝛏 = 40°; 𝛂 = 285-315°; в) 𝛏 = 50°; 𝛂 = 0°; г) 𝛏 = 50°; 𝛂 = 





а)      б) 
 
ж) 
Рис. Г.22. Форми кромки на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 






а)      б) 
  
в)      г) 
 
д)      е) 
 
Рис. Г.23. Радіуси на правій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 𝛚a = 0): а) 𝛏 




а)      б) 
  
в)      г) 
  
д)      е) 
 
Рис. Г.24. Відхилення радіусів на правій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 




а)      б) 
  
в)      г) 
  
д)      е) 
 
ж) 
Рис. Г.25. Форми кромки на правій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 
𝛚a = 0): а) 𝛏 = 10°; 𝛂 = 0-330° (крім 𝛂 = 75, 90, 270, 300°); б) 𝛏 = 10°; 𝛂 = 120°; в) 𝛏 = 20°; 




а)      б) 
  
в)      г) 
  
д)      е) 
 
ж) 
Рис. Г.26. Радіуси на лівій кромці зуба при z > 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 𝛚a = 0): а) 𝛏 = 





а)      б) 
   
в)      г) 
  
д)      е) 
 
ж) 
Рис. Г.27. Відхилення радіусів на лівій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 





а)      б) 
  
в)      г) 
  
д)      е) 
 
ж) 
Рис. Г.28. Радіуси округлення на правій кромці зуба при z > 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 




   
а)      б) 
   
в)      г) 
   
д)      е) 
 
ж) 
Рис. Г.29. Відхилення радіусів на правій кромці зуба при z < 0 (β = 0°; 𝛅h=0.5; 𝛚S = 0; 




а)      б) 
   
в)      г) 
Рис. Г.30. Залежності інтегрального критерію інтенсивності від та форми кромки від 
величини основної ωs кругової подачі на лівій стороні зуба (β = 0°; 𝛏 = 60°; ωs = 5.8; 
α=345°): а) радіус округлення; б) відхилення; в) інтегральний критерій; г) профіль 
кромки 
Таблиця Г.10 
































































































































































































Г.2.3. Обробка з застосуванням основної та додаткової кругових 
подач 
Таблиця Г.11 



































ωа, рад/с  
























1.2 7.0 0.04 -0.12 -0.04 -0.36 
0.9, 1.2, 1.5, 













3.4 7.3 0.01 -0.11 -0.05 0.27 
0.6, 3.2, 3.4, 









5.1 8.8 0.4 -0.13 -0.04 0.75 













1.2 11.6 0.04 -0.1 -0.05 0.75 














1.8 14.0 0.04 -0.11 -0.04 1.04 

























2.1 23.5 0.03 -0.11 -0.02 1.54 1.9, 2.0 - 





































ωа, рад/с  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 







































































































































ωа, рад/с  
















5.2 7.3 0.02 -0.14 -0.05 -1.07 










7.3 10.9 0.1 -0.12 -0.03 1.7 












































































































ωа, рад/с  

































































































ωа, рад/с  





























































6.6 5.8 0.07 -0.05 0.01 -0.02 






0.7 5.8 0.02 -0.09 -0.05 -0.4 














5.8 6.0 0.06 0.0 0.02 0.07 






3.8 9.8 0.04 -0.06 -0.01 0.09 






7.9 17.6 0.10 -0.08 -0.01 0.89 
















































ωа, рад/с  














7.8 6.0 0.04 -0.07 -0.03 -1.06 














1.0 6.8 0.02 -0.06 -0.02 -0.36 































1.0 8.2 0.19 -0.23 -0.07 -0.51 
0.4, 1.9, 4.2, 














































































ωа, рад/с  






5.0 5.8 0.07 -0.07 -0.05 -0.18 
2.8, 4.6, 5.1, 6.4, 





6.5 6.7  0.09 -0.01 0.03 -0.1 






6.4 6.1 0.1 0.0 0.03 -0.02 



















































0.0 22.1 0.1 -0.13 -0.04 -1.59 
1.1, 2.4, 3.0, 6.0 









0.0 21.3 0.13 -0.1 -0.02 -1.49 
6.4, 6.5, 7.1, 






























































ωа, рад/с  




















































7.5 6.4 0.09 0.0 0.03 -0.99 






4.6 5.6 0.07 0.0 0.03 -0.75 






2.0 5.5 0.08 0.0 0.03 -0.63 













































































ωа, рад/с  























-1.1 7.2 0.03 -0.1 -0.03 -0.8 
-1.4, -1.5, 






-1.7 6.4 0.01 -0.11 -0.04 -0.74 
-1.1, -1.2,  
-2.3, -2.8, 


















-6.0 7.2 0.06 -0.02 0.01 -0.62 



















-1.0 34.4 0.12 0.0 0.04 1.01 



















-6.2 8.8 0.01 -0.06 -0.03 -1.1 













-6.7 8.3 0.05 -0.06 -0.02 -0.98 







-6.4 8.3 0.02 -0.06 -0.02 -0.94 

























-6.9 2.2 0.2 -0.1 -0.01 1.62 - 
-7.48, 
-3.09 





































ωа, рад/с  





































-3.9 11.4 0.03 -0.1 -0.03 -0.42 


































































-3.0 28.0 0.14 0.0 0.05 -1.02 















































ωа, рад/с  















































































-3.7 5.4 0.0 -0.09 -0.04 -0.74 























































































ωа, рад/с  






















































































































































ωа, рад/с  




























































































































-1.4 6.1 0.23 -0.18 -0.04 -0.26 -1.3 -3.82 
Права z<0 0.0 
0.25 
0.05 





































ωа, рад/с  
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а)      б) 
  
 
в)      г) 
  
д)      е) 
 
Рис. Г.31. Залежності радіусів округлення кромок та їх відхилень від величини 
основної кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa > 0, 
ЛЕ; z < 0;𝛚S = +(0÷8)∙𝛚P; |𝛚a| =  (0÷8)∙𝛚P): а) – радіуси; б)- е) відхилення; б) ωS = 1 ωP; 






а)      б) 
  
 
в)      г) 
  
д)      е) 
Рис. Г.32. Залежності радіусів округлення кромок та їх відхилень від величини 
основної кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa > 0, 
ЛЕ; z > 0;𝛚S = +(0÷8)∙𝛚P; |𝛚a| =  (0÷8)∙𝛚P): а) – радіуси; б)- е) відхилення; б) ωS = 1 ωP; 







а)      б) 
  
в)      г) 
 
  
д)      е) 
 
Рис. Г.33. Залежності радіусів округлення кромок та їх відхилень від величини 
основної кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa > 0, 
ПЕ; z < 0;𝛚S = +(0÷8)∙𝛚P; |𝛚a| =  (0÷8)∙𝛚P): а) – радіуси; б)- е) відхилення; б) ωS = 1 ωP; 






а)      б) 
  
в)      г) 
 
  
д)      е) 
 
Рис. Г.34. Залежності радіусів округлення кромок та їх відхилень від величини 
основної кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa > 0, 
ЛЕ; z > 0;𝛚S = +(0÷8)∙𝛚P; |𝛚a| =  (0÷8)∙𝛚P): а) – радіуси; б)- е) відхилення; б) ωS = 1 ωP; 






а)      б) 
  
 
в)      г) 
  
 
д)      е) 
Рис. Г.35. Залежності радіусів округлення кромок та їх відхилень від величини 
основної кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa > 0, 
ЛЕ; z > 0;𝛚S = +(0÷8)∙𝛚P; |𝛚a| =  (0÷8)∙𝛚P): а) – радіуси; б)- е) відхилення; б) ωS = 1 ωP; 






а)      б) 
  




д)      е) 
Рис. Г.36. Залежності радіусів округлення кромок та їх відхилень від величини 
основної кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa > 0, 
ЛЕ; z > 0;𝛚S = +(0÷8)∙𝛚P; |𝛚a| =  (0÷8)∙𝛚P): а) – радіуси; б)- е) відхилення; б) ωS = 1 ωP; 





а)      б) 
  
 
в)      г) 
  
д)      е) 
Рис. Г.37. Залежності радіусів округлення кромок та їх відхилень від величини 
основної кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa > 0, 
ЛЕ; z > 0;𝛚S = +(0÷8)∙𝛚P; |𝛚a| =  (0÷8)∙𝛚P): а) – радіуси; б)- е) відхилення; б) ωS = 1 ωP; 






ж)      з) 
Рис. Г.37. (закінчення) 
  
а)      б) 
  
в)      г) 
Рис. Г.38. Залежності радіусів округлення кромок та їх відхилень від величини 
основної кругової подачі (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ – права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa > 0, 
ЛЕ; z > 0;𝛚S = +(0÷8)∙𝛚P; |𝛚a| =  (0÷8)∙𝛚P): а) – радіуси; б)- е) відхилення; б) ωS = 1 ωP; 




д)      е) 
Рис. Г.38. (закінчення) 
 
  
а)      б) 
Рис. Г.39. Залежність відхилень радіусів округлення від величини основної кругової 
подачі та форма кромки (ЛЕ – ліва евольвента; ПЕ  права; β = 0°; 𝛏 = 60°; ωa < 0, ПЕ; 




Г.2.4. Обробка з застосуванням основної кругової подачі, розвороту 
та осциляції 
Таблиця Г.17 




































1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 























285 5.9 0.09 -0.15 -0.05 -1.57 290 - 


















290 9.6 0.11 -0.12 -0.03 -1.57 300, 315 - 





















290 9.7 0.2 -0.11 0.02 -1.52 250 - 


















115 4.4 0.16 -0.16 -0.04 -1.50 245 - 
nдвх = 1.25 дв.х/об, VOмакс = 0.20 м/с 
Ліва z<0 6.0 
0.30 
0.05 


















































80 0.9 0.05 -0.01 -0.03 -1.39 85, 110, 240 - 


























275 0.8 0.14 0.0 0.03 -1.55 110, 280 - 













180 29.6 0.08 -0.01 0.03 0.99 














275 2.1 0.05 -0.06 -0.02 -1.48 265, 280 - 











285 0.9 0.01 -0.09 -0.04 0.44 








165 28.5 0.09 -0.01 0.03 -1.99 
60, 155, 160, 













































ωа, рад/с  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 







7.6 0.09 -0.13 -0.02 -0.50 0.5, 0.59 - 











































z>0 7.1 0.02 -0.13 -0.07 -0.5 0.53 - 























z>0 6.5 0.0 -0.23 -0.15 -0.50 0.19, 0.29 - 







7.2 0.09 -0.12 -0.02 -0.51 0.30, 0.51 - 















































ωа, рад/с  











7.8 0.06 -0.17 -0.04 -0.50 0.5, 0.59 - 














z>0 7.4 0.03 -0.15 -0.07 -0.50 0.54 - 







5.9 0.0 -0.03 -0.02 -0.50 0.41, 0.90 - 

























6.2 0.0 -0.27 -0.15 -0.51 0.69, 0.79 - 




















Г.3. Обробка над кільцевою ванною 
Таблиця Г.19 
Режими обробки кромок зубчастого колеса (m = 5 мм; z = 29; B = 20 мм; 
β = 0°, ωS = 1.0∙ωP; nА = const, nО = var, αдоп = ±15°, 𝜉доп = ±30°, 𝛿h = 0.5;  


































1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 


















































23.5 1.1 0.78 0.0 0.23 -1.32 22.0-25.0 - 









































nА = 10, VAмакс = 0.19 м/с, nО = 1÷25 
Ліва z<0 1.0 
1.00 
0.30 























































































































17.25 0.2 0.71 -0.03 0.18 -2.08 17.25, 21.75 - 



























































7.25 3.6 0.01 -0.12 -0.08 -2.25 
2, 2.25, 2.5, 
3, 6, 6.25, 




































































Режими обробки кромок зубчастого колеса (m = 5 мм; z = 29; B = 20 мм;  
β = 0°, ωS = 1.0∙ωP; nА = var, nО = const, αдоп = ±15°, 𝜉доп = ±30°, 𝛿h = 0.5; Dcp = 

































nА, двх/об  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 































































































































































































22.75 0.4 0.74 0.0 0.21 -2.09 19.5, 22.25 - 






































































































































































ПРАКТИЧНА РЕАЛІЗАЦІЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ДОСЛІДЖЕНЬ 
Д.1. Досліджувані зразки 
 






б)   в) 
 
г) 
Рис. Д.2. Зовнішній вигляд досліджуваних зразків: а) зразок ведучого валу-шестерні; 
б) зразок веденого валу-шестерні; в) зразок зубчастого колеса, оброблюваного в 
кільцевій ванні (m = 0.7 мм, z = 18, b = 5 мм); г) зразок ведучого валу-шестерні в 
робочій зоні при обробці  
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Д.2. Результати МАО коліс в кільцевій ванні 
Таблиця Д.1 






































1.8 0.19 -0.05 0.02 0.27 350 5.3−8.0 - 
2.1 0.13 -0.1 -0.01 0.52 − 7.8 - 
z>0 155 
2.0 0.14 -0.12 -0.03 0.22 160÷200 3.2−6.5 - 
2.0 0.14 -0.12 -0.03 0.22 − 6.0 - 
Права 
z<0 155 
1.9 0.13 -0.14 -0.04 -1.26 160÷200 2.9−6.9 - 





0.7 0.21 -0.1 0.0 -1.12 
125, 130,  
240, 260,  
275, 330,  
335 
2.5−7.6 - 
0.8 0.17 -0.12 -0.02 -1.04 − 5.3 - 
Таблиця Д.2 







































0.6 0.25 -0.05 0.03 -1.21 305 4.3÷6.4 - 
0.7 0.14 -0.14 -0.04 -1.01 - 4.2 - 
z>0 335 





2.4 0.13 -0.14 -0.04 -1.5 - 7.0 - 
Права 
z<0 340 





2.5 0.12 -0.16 -0.05 0.61 - 7.8 - 
z>0 100 








Д.3. Проектування обладнання для МАО зубчастих коліс. 
Рекомендації з проектування роторних верстатів для 
обробки циліндричних зубчастих коліс 
Таблиця Д.3 







Рис. Д.3. Конструкція роторного верстата для МАО коліс в кільцевій ванні: а) види 
спереду та знизу; б) вид зліва з вертикальним розташуванням шпинделів; в) вид 













Роторний верстат для МАО зубчастих коліс складається з базового 
верстата 1 (рис. Д.4, а), на вертикальному головному шпинделі 2 якого 
встановлений корпус 3 роторної головки з кількома (в даному випадку з 
двома) рівномірно розташованими по колу траверсами 4, які мають 
можливість повертатись навколо осей a. У вибірках траверс4 на 
горизонтальних осях 5, що опираються на сухарі 6 (рис. Д.4, б) встановлені 
корпуси 7 робочих головок. Корпуси 7 затискаються між сухарями 6 
гвинтами 8 (рис. Д.4, а) і фіксуються в потрібному кутовому положенні 
гвинтами 9 (рис. Д.4, б). Сухарі 6 встановлені в пазах b траверс 4 з 
можливістю прямолінійного переміщення і фіксуються гвинтами 10. В 
розточці корпусу 7 (рис. Д.4, в) на підшипникових опорах 11 та 12 
встановлений робочий шпиндель 13. На передньому кінці робочого 
шпинделя встановлюється оброблюване колесо 19 і затискається гайкою 20. 
Задній кінець робочого шпинделя через зубчасто-пасову передачу, що 
складається із ведучого 14, веденого 17 та натяжного 16 шківів і пасу 15, 
з’єднаний з мотор-редуктором 18. Траверси 4 затискаються у потрібному 
положенні шайбою 21 та болтами 22. За необхідності траверса 4 може бути 
з’єднана з поворотним приводом, який буде повертати її навколо осі a. Струм 
до мотор-редуктора 18 подається через струмознімач 23, доріжки 24 на 
головному шпинделі та дроти, які проходять через отвори c та пази d в 
корпусі 3 роторної головки та траверсі 4. 
Робоча зона магнітної системи 32 (рис. Д.4, а) утворена робочими 
поверхнями безпосередньо зовнішнього 25 та внутрішнього 26 полюсних 
наконечників, (рис. Д.4, г), або поверхнями e і f вставних кілець 30 та 31. 
Співвісно полюсним наконечникам 25 та 26 на немагнітних підставці 28 та 
кронштейнах 29 встановлене тороподібне феромагнітне тіло 27. Поверхням e 
і f надається такий нахил, що поперечний переріз робочої зони має форму 
перевернутої трапеції. Поверхні e і f полюсних наконечників 25 та 26 (кілець 
30 та 31) з поверхнями g і m утворюють клиновидну зону з зазорами Δ2 та Δ3, 







Рис. Д.4. Конструкція роторного верстата для МАО коліс над кільцевою ванною 
(заявка на отримання патентів України на винахід № а2014 090 42 та корисну модель 
№ а2014 090 43 від11.08.2014): а) вид спереду; б) вид зліва; в) розріз робочої головки;  
г) поперечний розріз кільцевої ванни з оброблюваним циліндричним колесом та 
проміжним феромагнітним тілом; д) спрощена схема проходження ліній магнітної 















Рис. Д.4. Конструкція роторного верстата для МАО коліс над кільцевою ванною 
(закінчення) 
В результаті в цих зазорах буде спостерігатись зона підвищених значень 
магнітної індукції. Наявність феромагнітного тіла 27 в робочій зоні значно 
знижує магнітний опір робочого зазору. За рахунок надання певної форми 
поверхні k феромагнітного тіла 27 та нахилу робочих поверхонь e і f робочої 
зони магнітне поле буде випинатись вверх (рис. Д.4, д). Використання 
проміжного феромагнітного тіла є ефективним при ширині робочої зони 
60÷80 мм. Подальше збільшення ширини приводить до зниження густини 
ліній магнітної індукції над поверхнею k проміжного феромагнітного тіла 27 
(рис. Д.4, г). Для збільшення ширини робочої зони до величини 80÷150 мм, 
при якій енерговитрати є прийнятними, в нижній частині кільцевої ванни 
співвісно її зовнішньому 25 та внутрішньому 26 полюсним наконечникам 
розміщені кільцеві полюсні наконечники 27 та 28 електромагнітного 
індуктора (або індуктора на постійних магнітах), полярність яких чергується 
(рис. Д.4, е). При цьому зазори між робочими поверхнями e, f полюсних 
наконечників магнітної системи, g, k, m полюсних наконечників індуктора та 
оброблюваними деталями складає       ÷ 1    , де λ – зернистість 
порошку. Для зручності збору і заміни МАП на зазначених поверхнях може 
базуватись тонкостінний немагнітний, наприклад, пластиковий контейнер 33. 
Обробка зубчастих коліс на роторному верстаті виконується за два 
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етапи: перший етап – налаштування, другий етап – власне обробка. 
Налаштування полягає в установленні необхідних величин параметрів і 
виконується згідно розробленої СКС (рис. 5.8): 
- швидкості головного руху    – обертання колеса навколо осі кільцевої 
ванни; 
- швидкості кругової подачі    - обертання колеса навколо власної осі; 
- кута нахилу осі колеса  ; 
- положення    оброблюваного сектору зубчастого колеса відносно 
проекції осі кільцевої ванни на площину, в якій розміщена вісь деталі; 
- кутове положення α навколо додаткової осі - проекції осі кільцевої 
ванни на площину, в якій розміщена вісь деталі; 
- глибина   занурення зубчастих коліс в МАП; 
- завдання потрібного значення магнітної індукції B в робочому зазорі. 
Швидкість головного руху    задається органом налаштування 
швидкості обертання головного шпинделя 2 базового верстата 1 (рис. Д.4, а). 
Швидкість кругової подачі    задається двигуном 18 (рис. Д.4, в). Кут нахилу 
осі колеса 𝜉 задається поворотом корпусу 7 (рис. Д.4, б) навколо осі 5 (рис. 
Д.4, а). Фіксація виконується гвинтами 9. За необхідності корпус 7 може бути 
з'єднаний з приводом. Положення    задається переміщенням сухаря 6 (рис. 
Д.4, б) в пазу b траверси 4. Фіксація виконується гвинтами 10 у положенні, 
коли лінія зуба в самому нижньому положенні віссю a ділиться навпіл. 
Кутове положення α навколо осі a (рис. Д.4, в) завдається вручну і фіксується 
шайбою 21 та гвинтами 22. За необхідності корпус 4 може бути з'єднаний з 
приводом. 
Глибина   занурення визначається виразом        𝜉    ⁄      𝜉  
         𝜉        𝜉 . При меншому значенні глибини занурення 
гарантовано будуть оброблятись торцева поверхня зубів та робочі поверхні 
зубів на половині ширини зубчастого вінця. Для обробки другої половини 
робочих поверхонь і протилежної торцевої поверхні потрібно переставити 
зубчасте колесо 19 на робочому шпинделі 13 іншою стороною. Значення 
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магнітної індукції B встановлюється величиною струму в котушках магнітної 
системи 32 (рис. Д.4, а). Для реалізації двох додаткових робочих подач 
робочі органи установчих поворотів на кути α та   (рис. Д.4, а, б) 
оснащуються приводами з високомоментними малогабаритними двигунами. 
Обробка виконується наступним чином. Вмикається двигун 18 і 
надається обертання робочому шпинделю 13 через зубчасто-пасову передачу 
14, 15, 17. Виконується обертання головного шпинделя 2, роторна головка 
опускається вниз разом з оброблюваними зубчастими колесами і вони 
занурюються в МАП за величину  . Після закінчення обробки шпиндельна 
бабка 1 піднімається вверх і виводить оброблювані деталі 19 із робочої зони 
МС 32. Якщо глибина   занурення достатня для обробки колеса по всій 
ширині, то цикл обробки завершується. За необхідності зубчасте колесо 
переставляється іншою стороною і цикл обробки повторюється. 
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